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RESUMEN 

Actualmente, el control automático es central en diversos sectores, abarcando desde la 

manufactura hasta la industria naval, aeroespacial y aplicaciones robóticas. No obstante, 

a pesar de su omnipresencia, la comprensión exhaustiva y la adopción de técnicas y 

estrategias modernas a veces se ven ensombrecidas por la prevalencia arraigada de los 

métodos clásicos, entre ellos, el Control Basado en Lyapunov. Este enfoque clásico ha 

demostrado su eficacia al proporcionar estabilidad en sistemas no lineales, y su 

perdurabilidad destaca la resistencia y aplicabilidad que a menudo se subestiman. La 

coexistencia de estrategias clásicas y modernas subraya la importancia de reconocer el 

valor inherente en métodos probados como el Control Basado en Lyapunov. Si bien las 

estrategias modernas ofrecen innovación y adaptabilidad, los métodos clásicos han 

resistido la prueba del tiempo y continúan siendo relevantes, especialmente en la 

estabilidad de sistemas complejos. El presente proyecto se centra en la aplicación del 

Control Basado en Lyapunov a sistemas no lineales, utilizando como caso de estudio un 

sistema de nivel de líquido de una entrada y una sola salida (SISO). El Control Basado 

en Lyapunov es un enfoque clásico que emplea funciones de Lyapunov para analizar y 

garantizar la estabilidad de sistemas dinámicos no lineales.  

La comparativa se extiende a dos enfoques más contemporáneos: los algoritmos de 

Control Proporcional, Integral, Derivativo (PID) y las Redes Neuronales Artificiales 

(RNA). Los algoritmos PID se usan en sistemas lineales y algunos no lineales, ofreciendo 

simplicidad y eficacia. Por otro lado, las RNA representan una aproximación moderna y 

adaptable que puede aprender y ajustarse a patrones complejos y no lineales. 

El caso de estudio proporciona una oportunidad para evaluar y comparar el rendimiento 

de estos tres enfoques en el control de un sistema de nivel de líquido. Este proyecto no 

solo busca comprender cómo cada método maneja la estabilidad del sistema, sino también 

analizar las ventajas, desventajas y aplicaciones específicas de cada enfoque en el 

contexto industrial. En última instancia, la exploración de estos métodos ofrece una visión 

integral de las estrategias de control en sistemas no lineales, destacando la importancia 

de elegir el enfoque más adecuado para situaciones específicas. 

PALABRAS CLAVES: Funcion de Lyapunov, Algoritmos, Control, Redes Neuronales 

Artificiales y Automático  
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ABSTRACT 

Currently, automatic control plays a central role in various sectors, ranging from 

manufacturing to naval and aerospace industries, as well as in robotic applications. 

However, despite its omnipresence, comprehensive understanding and adoption of 

modern techniques and strategies are sometimes overshadowed by the deep-seated 

prevalence of classical methods, including Lyapunov-Based Control. This classical 

approach has proven its effectiveness in providing stability in nonlinear systems, and its 

durability underscores the resilience and applicability often underestimated. The 

coexistence of classical and modern strategies emphasizes the importance of recognizing 

the inherent value in proven methods such as Lyapunov-Based Control. While modern 

strategies offer innovation and adaptability, classical methods have withstood the test of 

time and remain relevant, especially in the stability of complex systems. 

The present project focuses on the application of Lyapunov-Based Control to nonlinear 

systems, using a single-input, single-output (SISO) liquid level system as a case study. 

Lyapunov-Based Control is a classical approach that employs Lyapunov functions to 

analyze and ensure stability in nonlinear dynamic systems. The comparison extends to 

two more contemporary approaches: Proportional-Integral-Derivative (PID) control 

algorithms and Artificial Neural Networks (RNA). PID algorithms are widely used in 

linear and some nonlinear systems, offering simplicity and effectiveness. On the other 

hand, RNA represent a modern and adaptable approach capable of learning and adjusting 

to complex, nonlinear patterns. 

The case study provides an opportunity to assess and compare the performance of these 

three approaches in controlling a liquid level system. This project not only seeks to 

understand how each method handles system stability but also to analyze the advantages, 

disadvantages, and specific applications of each approach in an industrial context. 

Ultimately, the exploration of these methods offers a comprehensive view of control 

strategies in nonlinear systems, highlighting the importance of choosing the most suitable 

approach for specific situations. 

KEYWORDS: Lyapunov function, Algorithms, Control, Artificial Neural Networks and 

Automatic 
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INTRODUCCIÓN 

 

En el panorama actual, la aplicación de técnicas de control automático en procesos 

industriales se rige como un pilar fundamental para optimizar la producción y garantizar 

la calidad de los productos. La Teoría de Sistemas de Control Automático, abordando el 

aprendizaje de técnicas de modelamiento, herramientas matemáticas e informáticas, se 

posiciona como un campo esencial para el diseño y la supervisión eficiente de sistemas 

de control. Su aplicación no solo tiene una relevancia directa en la mejora de procesos 

industriales, sino que también desempeña un papel clave en la evolución tecnológica y en 

la adaptación de la industria a los avances contemporáneos [1]. 

En este contexto, el Control Basado en Lyapunov para sistemas no lineales, con un 

enfoque específico en un caso de estudio relacionado con un sistema de nivel de líquido, 

se presenta como un área de investigación crucial. Este enfoque clásico ha demostrado su 

eficacia en la estabilización de sistemas dinámicos no lineales, destacando su 

perdurabilidad y aplicabilidad. Al compararlo con algoritmos más contemporáneos, como 

los de Control Proporcional, Integral, Derivativo (PID) y las Redes Neuronales 

Artificiales (RNA), se abre una ventana de exploración para evaluar y entender cómo 

estos métodos se desempeñan en el control de sistemas complejos [2]. 

La importancia de estos temas en el contexto industrial ecuatoriano no solo radica en la 

mejora de la eficiencia de los procesos de producción, sino también en la contribución a 

la adaptación de la industria a los estándares tecnológicos actuales. Esta investigación no 

solo busca comprender la aplicación de estas técnicas, sino también proporcionar una 

sólida defensa de su relevancia en el desarrollo de la industria actual en Ecuador. 
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CAPITULO I 

1.1. ANTECEDENTES 

El estudio de la teoría de sistemas de control automático se remonta a los albores 

de la Revolución Industrial, cuando la necesidad de regular y optimizar procesos 

industriales se volvió evidente. Este campo ha evolucionado desde los primeros 

reguladores mecánicos hasta los complejos sistemas digitales actuales [3]. 

El Control Basado en Lyapunov ha emergido como un enfoque fundamental en el 

control de sistemas dinámicos no lineales. Este método se originó en los trabajos pioneros 

de Aleksandr Lyapunov a principios del siglo XX, específicamente con su Teorema 

Directo de Estabilidad, que establece condiciones bajo las cuales un sistema no lineal es 

estable. Desde entonces, el control basado en Lyapunov ha evolucionado para abordar la 

estabilidad global de sistemas dinámicos complejos [3]. 

El control basado en Lyapunov, un enfoque matemático para analizar la 

estabilidad de sistemas dinámicos ha ganado prominencia a medida que la comprensión 

de sistemas no lineales ha cobrado importancia. Los trabajos de Aleksandr Lyapunov 

sentaron las bases para el diseño de controladores que garantizan la estabilidad y la 

convergencia de sistemas complejos [3]. 

En paralelo, los algoritmos de control PID (Proporcional, Integral, Derivativo) 

han sido una piedra angular en el control automático desde la década de 1920. Estos 

algoritmos clásicos son un enfoque eficaz para el control de sistemas lineales y se han 

aplicado en campos industriales [5]. 

El control PID tiene sus raíces en el siglo XVIII con el concepto de control 

proporcional desarrollado por Jean Baptiste le Rond D'Alembert. En la década de 1920, 

Nicolas Minorsky realizó el primer análisis teórico de un controlador PID, demostrando 

su capacidad para mejorar la estabilidad y el rendimiento en sistemas de control. El primer 

ejemplo práctico fue creado por Elmer Sperry en 1911 para controlar la velocidad de 

máquinas de vapor. A lo largo de las décadas, el control PID se aplicó en diversas áreas, 

como la temperatura, presión, velocidad y flujo, convirtiéndose en esencial para la 

automatización industrial. Actualmente, los controladores PID siguen siendo 
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ampliamente utilizados por su facilidad de implementación y eficacia en diversas 

aplicaciones. La historia del control PID demuestra su evolución desde conceptos 

iniciales en el siglo XVIII hasta su posición actual como una técnica de control 

fundamental en todo el mundo [4]. 

El control PID (Proporcional-Integral-Derivativo) es uno de los algoritmos de 

control más utilizados en la industria. Se basa en ajustar los valores de tres parámetros 

(proporcional, integral y derivativo) para lograr un control óptimo del sistema. En el caso 

del sistema de nivel de líquido, se puede diseñar un controlador PID que ajuste la entrada 

de flujo de líquido de acuerdo con la diferencia entre el nivel deseado y el nivel medido 

en el tanque [2]. 

El auge de las tecnologías informáticas y la capacidad de procesamiento ha 

llevado a la incorporación de las redes neuronales artificiales en el control automático. 

Inspiradas en el funcionamiento del cerebro humano, estas redes han demostrado ser 

eficaces en el modelamiento y control de sistemas complejos, a menudo superando las 

limitaciones de métodos tradicionales [5]. 

Las redes neuronales en el control automático han experimentado un desarrollo a 

lo largo de varias décadas. Desde su propuesta inicial en la década de 1940 con un modelo 

matemático de una neurona, pasaron por un período de menor interés hasta su 

resurgimiento en los años 80, impulsado por avances en algoritmos de entrenamiento, 

especialmente la retro propagación [5]. 

Durante la década de 1990, estas redes se aplicaron con éxito en el control 

automático, destacando en la modelización de sistemas complejos y el diseño de 

controladores. Con los progresos tecnológicos en el siglo XXI, las redes neuronales han 

abordado de manera efectiva problemas en entornos no lineales y adaptativos. 

Actualmente, la investigación se centra en mejorar la eficiencia de entrenamiento 

e interpretar las redes neuronales en el control automático. Se exploran arquitecturas más 

avanzadas, como las redes neuronales profundas, para resolver problemas complejos.[6] 

Las redes neuronales artificiales son modelos matemáticos inspirados en el 

funcionamiento del cerebro humano. Estas redes pueden aprender y reconocer patrones 

complejos a partir de datos de entrada. En el contexto del control, las redes neuronales 
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pueden ser utilizadas para aproximar funciones no lineales y diseñar controladores 

basados en estas aproximaciones. En el caso del sistema de nivel de líquido, una red 

neuronal podría ser entrenada con datos de entrada y salida del sistema para diseñar un 

controlador que ajuste la entrada de flujo de líquido de acuerdo con el nivel deseado [6]. 

En comparación, el control basado en Lyapunov es un enfoque teórico sólido que 

garantiza la estabilidad del sistema, pero puede requerir un análisis y diseño más 

complejo. El control PID es un enfoque clásico muy utilizado, relativamente más simple 

de implementar, pero no garantiza la estabilidad. 

Las redes neuronales artificiales pueden adaptarse y aprender de manera más 

flexible, pero su rendimiento puede depender de la calidad de los datos de entrenamiento 

y su complejidad de implementación. Cada enfoque tiene sus propias ventajas y 

desventajas, y la elección depende del sistema específico y los requisitos de control [7].  

 

1.2. Descripción del proyecto 

En el ámbito de la ingeniería de control, resulta esencial para la optimización del 

rendimiento de sistemas dinámicos la implementación de estrategias avanzadas. El 

proyecto se centra en el diseño, implementación y comparación de tres enfoques de 

control en un sistema de tipo Single Input Single Output (SISO): Control Lyapunov 

Function (CLF), Proporcional-Integral-Derivativo (PID) y Redes Neuronales Artificiales 

(RNA). El objetivo es llevar a cabo un análisis exhaustivo basado en resultados obtenidos 

tanto en simulaciones como en implementaciones prácticas. 

La elección de un sistema SISO proporciona un entorno de estudio claro y 

manejable, permitiendo la aplicación de técnicas de control avanzado con un enfoque más 

específico. Se aborda la complejidad inherente de la dinámica del sistema, buscando 

mejorar su rendimiento mediante estrategias de control especializadas. 

 

Este proyecto se adentra en el ámbito del control de sistemas no lineales, 

utilizando la técnica avanzada de Control basado en el Método de Lyapunov. El enfoque 

principal recae en un sistema de nivel de líquido, caracterizado por su dinámica no lineal 



 

5 

 

y susceptibilidad a fluctuaciones, elementos que desafían los enfoques convencionales de 

control. 

Los sistemas no lineales, por su naturaleza dinámica no lineal y complejidad 

inherente, presentan un terreno fértil para el estudio de técnicas de control más avanzadas. 

El Método de Lyapunov, reconocido por su capacidad para garantizar la estabilidad en 

sistemas dinámicos, se erige como el pilar central de este proyecto. El caso de estudio 

específico se centra en un sistema de nivel de líquido, un entorno propicio para explorar 

las aplicaciones prácticas de estas técnicas avanzadas. 

Inicialmente, se hará un análisis matemático profundo del sistema de nivel de 

líquido. Este proceso incluirá la formulación detallada de las ecuaciones que describen su 

comportamiento no lineal, identificando así las características clave que influirán en el 

diseño del control. 

La implementación del Control basado en el Método de Lyapunov se realizará 

meticulosamente. Se seleccionarán funciones de Lyapunov específicas para garantizar la 

estabilidad asintótica del sistema, proporcionando un marco teórico sólido y 

fundamentado para el diseño del control. 

Se emplearán simulaciones avanzadas para evaluar el rendimiento del Control 

Lyapunov en un entorno virtual controlado. Después, se realizará la implementación 

práctica del control en un sistema de nivel de líquido real, ajustando cuidadosamente los 

parámetros según la respuesta observada. 

La esencia del proyecto radica en la comparación directa del Control Lyapunov 

con dos enfoques distintos: el control Proporcional-Integral-Derivativo (PID) y Redes 

Neuronales Artificiales (RNA). Este análisis permitirá evaluar la eficacia relativa de cada 

enfoque en términos de estabilidad, tiempo de respuesta y capacidad de adaptación. 

El enfoque principal será desarrollar un controlador no lineal que asegure la 

estabilidad y la regulación precisa del nivel de líquidos. Se utilizarán las propiedades de 

las Funciones de Lyapunov para garantizar la estabilidad del sistema en todas las 

condiciones operativas. En el control basado en Lyapunov, se selecciona una función de 

Lyapunov apropiada que mide la distancia del sistema a su estado de equilibrio, en este 

caso, el nivel deseado del líquido en el tanque.  
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1.3. OBJETIVOS 

Objetivo Principal 

• Diseñar e implementar el control basado en funciones de Lyapunov de control 

(CLF) de un sistema tipo SISO de manera real y simulada, que permita la 

comparación en base a los resultados obtenidos con los controles Proporcional-

Integral-Derivativo (PID) y Redes Neuronales Artificiales (RNA) 

Objetivos Específicos 

• Desarrollar una representación matemática del sistema de nivel de líquidos y 

llevar a cabo una identificación de la planta.  

• Diseñar un control CLF utilizando las funciones identificadas, asegurando la 

estabilidad y convergencia del sistema. 

• Diseñar un control PID y RNA para realizar un análisis comparativo con el 

control CLF  

• Realizar una comparación de los resultados obtenidos mediante el control CLF 

con los resultados de los controles PID y RNA previamente implementados 

 

1.4. JUSTIFICACIÓN  

Proporcionar el control a una planta determinada es una de las necesidades más 

destacadas en la industria, el requerimiento fundamental es desarrollar algoritmos para el 

control de plantas físicas, cada vez más complejas, por ejemplo: la robótica, industria 

automovilística, aeroespacial y de armas, etc. 

Los medidores de nivel son muy importantes en la industria porque ayudan a 

lograr un equilibrio suficiente entre la entrada y la salida en el proceso de producción. La 

medición del nivel se puede hacer directamente con presión hidrostática, flotabilidad y 

propiedades eléctricas del fluido, o con otros métodos, como el óptico y el ultrasónico, y 

con un algoritmo de control óptimo. Sin embargo, la estabilidad del sistema depende de 

varios factores, como sus parámetros físicos, las condiciones ambientales en las que se 

encuentra, por ejemplo: perturbaciones externas y pérdidas de energía por fricción. Sin 

embargo, las mediciones de parámetros físicos no son 100% precisas, ni las pérdidas de 
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energía se pueden medir directamente, por lo que no es una fuente de información para 

saber si un sistema es estable [8]. 

El punto de partida en el análisis de un sistema de control comienza desde su 

representación por un modelo matemático, generalmente como un operador mediante las 

entradas y salidas del sistema o como un conjunto de ecuaciones diferenciales. La 

mayoría de los modelos matemáticos usados tradicionalmente por teóricos y prácticos del 

control son lineales. Los modelos lineales son mucho más manejables que los no lineales 

y pueden representar el comportamiento de sistemas reales en muchos casos útiles [7]. 

Los avances tecnológicos actuales han generado una enorme variedad de nuevos 

problemas y aplicaciones que son no lineales. Por ejemplo: equilibrios múltiples, ciclos 

límite y bifurcaciones, se observan comúnmente en aplicaciones modernas importantes 

en ingeniera, tales como sistemas de comando de vuelo, manipulación de robot, sistemas 

de autopistas automatizadas, estructuras de alas de avión, sistemas de inyección de 

combustible de alto rendimiento [9]. 

Una alternativa para poder controlar objetos no lineales es utilizar el método de 

Lyapunov, que es capaz de mantener su sistema en equilibrio o volver naturalmente a su 

estado original después de la ruptura, donde podemos clasificar sistemas marginalmente 

estables, inestable y estable, cabe señalar que un sistema marginalmente estable es un 

sistema que pierde su punto de equilibrio, pero encuentra un punto de equilibrio diferente 

al original. Dados estos tres sistemas de control, el matemático Alexander Lyapunov 

propuso que la estabilidad del sistema podía estudiarse mediante una medida similar de 

la energía cinética disipada, lo que condujo a la teoría de la estabilidad de Lyapunov y se 

determinó su función candidata, análoga a la energía disipada [6]. 

Si la energía es una medida se define como positiva y su derivada en función del 

tiempo se define como negativa. El sistema también puede considerarse asintóticamente 

estable, lo que permite la generación de funciones de evaluación desconocidas. Es posible 

crear ecuaciones que ajusten automáticamente cualquier parámetro. De acuerdo con estos 

requisitos estándar de Control Lyapunov function (CLF), se puede utilizar es ideal para 

cualquier tipo de control de llenado de retroalimentación [10]. 

Los tanques de almacenamiento son equipos muy utilizados en industrias que 

requieren un alto flujo y control del fluido en circulación. Por la naturaleza del sistema, 
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el tanque tiene un comportamiento no lineal similar a la dinámica lineal. Estas 

aproximaciones conducen a leyes de control que no tienen en cuenta el comportamiento 

no lineal, de ahí la necesidad de CLF [11]. 

1.5. METODOLOGÍA 

Investigación Documental   

El proyecto requiere de una recopilación de fuentes bibliográficas como artículos, 

libros e investigaciones de control automático para el desarrollo de los modelos de control 

y para la compresión de los diferentes controladores a implementar. 

Investigación empírica  

El presente proyecto requiere de la observación, medición y experimentación de 

factores que interviene en la planta y mediante la experiencia obtenida se pueda realizar 

su comparación entre los diferentes controles. 

Investigación Aplicada   

El proyecto se enfoca en realizar un análisis comparativo con los resultados 

obtenidos en la cual se aplicarán conceptos de control automático dentro de un sistema 

siso y asintótico. 
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CAPITULO II 

2.1 MARCO CONTEXTUAL 

El control automático, como disciplina clave en ingeniería, ha experimentado un 

crecimiento exponencial a nivel mundial, desempeñando un papel crucial en el desarrollo 

tecnológico y económico el impacto del control automático en países desarrollados, 

centrándonos en Estados Unidos y Alemania, así como en América Latina, con un 

enfoque específico en Ecuador. 

En países desarrollados, el control automático juega un papel esencial en el 

crecimiento económico. En Estados Unidos, el Departamento de Trabajo destaca su 

importancia proyectando un aumento del 10% en la demanda de ingenieros en control 

automático hasta 2030, impulsando sectores clave como la manufactura y la energía [12]. 

La IEEE respalda estos datos, enfatizando la influencia del control automático en la 

innovación tecnológica. En Alemania, la Asociación Alemana de Ingenieros subraya su 

impacto en el superávit comercial, contribuyendo a la eficiencia y calidad de la 

producción según estudios de la Universidad Técnica de Múnich [13]. 

En Ecuador, el Banco Interamericano de Desarrollo destaca el potencial del 

control automático para impulsar el desarrollo económico, especialmente en sectores 

como la manufactura y la energía. Datos de la Universidad de las Américas respaldan la 

idea de que la capacitación en control automático contribuye a preparar una fuerza laboral 

especializada. A nivel de América Latina, la CEPAL subraya la importancia de la 

automatización para mejorar la productividad, respaldada por la Revista Latinoamericana 

de Automatización de Procesos Industriales que destaca los beneficios para la industria 

manufacturera y el sector energético [14]. 

A nivel internacional, el mercado global de control automático, según la Sociedad 

Internacional de Control Automático, supera los $100 mil millones y se espera que crezca 

al 6% anual hasta 2028, respaldando la economía mundial y creando oportunidades 

comerciales internacionales. Además, investigaciones de McKinsey indican que el 

control automático podría generar hasta 8 millones de empleos a nivel mundial para 2025, 

beneficiando tanto a países desarrollados como a economías emergentes, promoviendo la 

especialización laboral y fortaleciendo la fuerza laboral global [15]. 
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En Ecuador, el control automático es una disciplina en desarrollo. El país está 

invirtiendo en el desarrollo de la educación y la investigación en control automático, y se 

espera que la demanda de profesionales en control automático en Ecuador crezca un 10% 

entre 2023 y 2028 [16]. 

Según un estudio de la Cámara de Control Automático de Ecuador, el mercado 

del control automático en Ecuador está valorado en más de 1.000 millones de dólares. Se 

espera que el mercado crezca a una tasa anual compuesta del 7% entre 2023 y 2028 [13]. 

Las empresas ecuatorianas desarrollan nuevas tecnologías de control automático 

que se utilizan en aplicaciones. Por ejemplo, la empresa ecuatoriana Electroandina está 

desarrollando sistemas de control automático para redes eléctricas inteligentes [17]. 

2.2 MARCO CONCEPTUAL 

2.2.1 Modelo Matemático  

 Un modelo matemático es una representación simplificada y abstracta de un 

sistema o fenómeno del mundo real utilizando conceptos y herramientas matemáticas, 

consiste en una serie de ecuaciones, fórmulas o algoritmos que describen las relaciones 

entre las variables relevantes del sistema y permiten analizar su comportamiento y realizar 

predicciones [18]. 

Los modelos matemáticos se utilizan en una amplia variedad de campos, como la 

física, la ingeniería, la economía, la biología, entre otros. Proporcionan una forma de 

comprender y estudiar sistemas complejos, permitiendo analizar su dinámica, realizar 

simulaciones y optimizar su funcionamiento [19]. 

El paso inicial y fundamental en el análisis y diseño de sistemas de control implica 

llevar a cabo el modelado matemático de los procesos que se pretenden controlar. En 

general, al enfrentarse a un proceso bajo control, el primer paso consiste en definir con 

cuidado el conjunto de variables que describen las características dinámicas inherentes al 

proceso [20]. 

Tomemos como ejemplo un motor utilizado con propósitos de control. Las 

variables que constituyen el sistema incluyen el voltaje aplicado, la corriente en el 

embobinado de la armadura, el par desarrollado en el eje del rotor, el desplazamiento 
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angular y la velocidad del rotor. Estas variables no existen de forma aislada, sino que 

están interrelacionadas mediante leyes físicas ya establecidas. Estas leyes, a su vez, dan 

lugar a ecuaciones matemáticas que proporcionan una descripción detallada de la 

dinámica intrínseca del motor. Este enfoque de modelado matemático sienta las bases 

esenciales para que se comprendan y, eventualmente, se diseñen sistemas de control 

efectivos [20]. 

Identificación de Variables  

Se ilustra el ejemplo de un motor utilizado para fines de control, y se identifican 

variables clave como el voltaje aplicado, la corriente en el embobinado, el par 

desarrollado, el desplazamiento angular y la velocidad del rotor [20]. 

Estas variables están interrelacionadas mediante leyes físicas, lo que conduce a la 

formulación de ecuaciones matemáticas que describen la dinámica del motor [20]. 

Relación entre Variables y Leyes Físicas 

Se enfatiza que las variables del sistema están conectadas a través de leyes físicas 

establecidas, lo que implica que su comportamiento está regido por principios físicos 

fundamentales [20]. 

Este enfoque refleja la importancia de comprender las relaciones físicas 

subyacentes para modelar con precisión el comportamiento dinámico del sistema [20]. 

Consideración del Tiempo 

Se introduce el concepto de tiempo en la realización de acciones físicas. Se 

ejemplifica con la activación de un resorte, indicando que las acciones físicas requieren 

tiempo para completarse [20]. 

La relación temporal entre perturbaciones y respuestas se destaca como un factor 

crítico en el análisis [20]. 

El objetivo inicial consiste en establecer la ecuación dinámica que vincula la 

respuesta de un componente o sistema con la entrada aplicada, siendo este paso crucial 

en el análisis y diseño de sistemas, especialmente en el ámbito del control. Esta ecuación 
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proporciona un marco matemático que explica cómo el sistema responde a cambios en la 

entrada a lo largo del tiempo [20]. 

La elección entre ecuaciones diferenciales o integrales en el dominio del tiempo 

refleja la naturaleza dinámica común en muchos sistemas. Estas ecuaciones describen las 

relaciones causales entre la entrada y la salida, considerando la evolución de las variables 

en función del tiempo. Por ejemplo, las ecuaciones diferenciales expresan las tasas de 

cambio de las variables en relación con el tiempo, permitiendo modelar transiciones 

suaves y comportamientos dinámicos [21]. 

Es común en la práctica expresar las ecuaciones dinámicas en forma de Función 

de Transferencia en lugar de utilizar ecuaciones diferenciales ordinarias. Esta preferencia 

se sustenta en la conveniencia y eficacia que brinda la representación mediante Funciones 

de Transferencia, especialmente cuando se requiere un  modelado del  sistemas 

linealizado [21] [20]. 

2.2.2 Modelado por Algoritmos de Identificación  

El modelado por algoritmos de identificación con adquisición de datos implica el 

uso de algoritmos y técnicas específicas para construir modelos matemáticos que 

describan el comportamiento de un sistema a partir de datos observados o medidos del 

sistema real [23]. 

Proceso general para el modelado por algoritmos de identificación: 

1. Adquisición de Datos: Recopila datos del sistema real mediante la 

observación o experimentación. Estos datos deben incluir tanto las 

entradas como las salidas del sistema en estudio [22]. 

2. Identificación del Sistema: Utiliza algoritmos de identificación para 

ajustar modelos a los datos. Estos algoritmos pueden incluir técnicas 

paramétricas y no paramétricas [23]. 

• Técnicas Paramétricas: Ajustan modelos con parámetros 

específicos, como modelos de transferencia de funciones (TF) o 

modelos de espacio de estados (SS) [23]. 
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• Técnicas No Paramétricas: No asumen una forma específica para 

el modelo y pueden incluir métodos como la función de 

transferencia no paramétrica (NFTF) o modelos de series 

temporales [23]. 

3. Validación del Modelo: Evalúa la calidad del modelo utilizando datos 

que no se utilizaron en el proceso de identificación. Esto ayuda a 

garantizar que el modelo tenga buenas capacidades de generalización y 

pueda hacer predicciones precisas en nuevos datos. 

 

2.2.3 Control Automático 

Un sistema de control automático es un conjunto de dispositivos interconectados 

diseñados para gestionar y regular el comportamiento de un sistema dinámico o proceso 

de manera automática y eficiente. Estos sistemas se utilizan en una amplia variedad de 

aplicaciones en ingeniería, industria, y otros campos para mantener, ajustar o mejorar el 

rendimiento de un sistema en respuesta a las condiciones cambiantes del entorno [24]. 

Un sistema de control automático típicamente consta de los siguientes elementos 

principales, se lo puede representar por bloques ver Figura 1: 

1. Proceso o Sistema a Controlar: Es el sistema físico o proceso que se está 

controlando. Puede ser cualquier cosa, desde un motor hasta un sistema de 

calefacción o una planta industrial [20] . 

2. Sensor(es): Dispositivos que recopilan información sobre el estado o las 

condiciones del sistema. Estos sensores convierten esta información en señales 

eléctricas o digitales comprensibles por el sistema de control [20]. 

3. Controlador: El controlador toma la información del sensor y compara esta 

información con un valor de referencia o "setpoint". Luego, determina la acción 

necesaria para corregir cualquier desviación entre la salida real y la deseada [24]. 

4. Actuador(es): Son dispositivos que ejecutan las acciones correctivas 

determinadas por el controlador. Pueden ser motores, válvulas, bombas, o 

cualquier otro mecanismo que afecte el sistema controlado [19]. 
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5. Retroalimentación (Feedback): La información sobre la salida del sistema se 

utiliza para retroalimentar al controlador. Esto permite ajustar y afinar 

continuamente las acciones correctivas para mantener el sistema en el punto 

deseado[20]. 

 

Figura 1 Diagrama de Bloque de Sistema de Control Automático  

2.2.4 Sistema tipo SISO  

Un sistema SISO (Single Input, Single Output) es un tipo de sistema de control 

que tiene una sola entrada y una sola salida. En otras palabras, este sistema maneja un 

solo estímulo o señal de entrada y produce una única respuesta o salida. Los sistemas 

SISO son comunes en una variedad de aplicaciones y son fundamentales en el análisis y 

diseño de sistemas de control, representación del sistema tipo SISO en diagrama de 

bloques en la Figura 2 [25]. 

 

Figura 2 Diagrama de Bloques de un Sistema tipo SISO 

2.2.5 Sistema de control en Lazo Abierto y Lazo Cerrado  

Sistema de Control en Lazo Abierto 

Un sistema de control de lazo abierto es un tipo de sistema en el cual la salida no 

se utiliza para influir directamente en la entrada. En otras palabras, la acción de control 

se aplica sin tener en cuenta la salida real del sistema, representación por diagrama de 

bloques en la Figura 3. El sistema opera basándose únicamente en la señal de entrada y 

en la respuesta esperada del sistema a esa entrada [26]. 
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Figura 3 Diagrama de Bloques de un Sistema de control Lazo Abierto 

Sistema de Control Lazo Cerrado 

Un sistema de control de lazo cerrado es un tipo de sistema en el cual la salida del 

sistema se mide y se utiliza para realizar ajustes en la entrada, con el objetivo de mantener 

la salida lo más cercana posible a una referencia o un valor deseado representación por 

diagrama de bloques en la Figura 4. Este tipo de sistema es fundamental en aplicaciones 

donde se requiere precisión y corrección continua [25]. 

 

Figura 4 Diagrama de Bloques de un Sistema de Control de Lazo Cerrado 

 

2.2.6 Control Basado en Funciones de Lyapunov 

La función de control de Lyapunov (CLF, por sus siglas en inglés) es una técnica 

utilizada en el diseño de controladores para sistemas dinámicos ver Figura 5. Esta función 

se basa en el concepto de funciones de Lyapunov, que son funciones matemáticas 

utilizadas para analizar la estabilidad de un sistema [27]. 

La función de control de Lyapunov se utiliza para diseñar un controlador que 

garantice la estabilidad y convergencia de un sistema hacia un punto de equilibrio 

deseado. La función de control se elige de tal manera que su derivada sea negativa 

semidefinida, lo que implica que la energía del sistema disminuye en el tiempo y converge 

hacia un mínimo [27]. 
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La forma general de una función de control de Lyapunov se puede expresar como 

V(x), donde x representa el vector de estados del sistema. La función de control debe 

cumplir dos condiciones: ser continua y diferenciable, y ser positiva definida en el punto 

de equilibrio deseado [27]. 

Diseño de la función de control de Lyapunov 

El diseño del control de Lyapunov puede ser un proceso iterativo en el cual se 

elige una función inicial y se verifica si cumple las condiciones de estabilidad. Si no 

cumple, se ajusta la función y se repite el proceso hasta encontrar una función que 

garantice la estabilidad del sistema [28]. 

La ecuación para la función de control de Lyapunov (CLF) puede variar 

dependiendo del sistema específico y del diseño del controlador. Sin embargo, en general, 

la ecuación para la CLF se puede expresar de la siguiente manera: 

𝑉𝑥̇  =  𝛻𝑉(𝑥)  ·  𝑓(𝑥)  +  𝛻𝑉(𝑥)  ·  𝑔(𝑥)  ·  𝑢  (2.1) 

Donde: 

• V(x) Función de Control de Lyapunov. 

• X Representa el Vector de Estados del Sistema. 

• 𝛻𝑉(𝑥) Es el gradiente de la función de Control de Lyapunov. 

• 𝑓(𝑥) Es el vector de funciones de estado del sistema. 

• 𝑔(𝑥) Es el vector de funcionamiento de entrada del sistema. 

• 𝑢 Es el Vector de entrada de control. 

 

La ecuación describe la tasa de cambio de la función de control de Lyapunov a lo 

largo del tiempo (𝑉𝑥̇). Esta tasa de cambio está determinada por el producto escalar entre 

el gradiente de la función de control y las funciones de estado y entrada del sistema. 

Consideremos un sistema de nivel de tanque con una entrada de flujo de entrada 

(u) y una salida de nivel de líquido (y). El objetivo es diseñar un controlador utilizando 

Control-Lyapunov function para mantener el nivel del tanque en un valor deseado. 
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El modelo matemático del sistema puede ser representado por una ecuación de la 

forma: 

𝑑ℎ/𝑑𝑡 =  𝑢 −  𝑘 ∗ √ℎ     (2.2) 

Donde h es la altura del líquido en el tanque, u es el flujo de entrada y k es una 

constante que representa la relación entre el flujo y la altura. 

Pasos para diseñar el controlador CLF: 

1. Diseño de la función de control de Lyapunov (V): 

Se elige una función de control V(h) que cumpla las siguientes condiciones: 

• Definida positiva en el Origen V(h)=0. 

• Debe ser positiva en todo el conjunto, excluyendo el origen V(h)>0 para todos los 

para todos los h ≠ 0 en el conjunto D. 

• La derivada Negativa o Nula a lo largo de las trayectorias del sistema 𝑉̇(ℎ) ≤ 0. 

Se puede seleccionar la función de control 𝑉(ℎ)  =  ℎ2 (2.3), que cumple con las 

condiciones mencionadas. 

2. Cálculo de la derivada temporal de la función de control de Lyapunov 

(𝑽̇(𝒉)): 

Se calcula la derivada temporal de V(h) con respecto al tiempo utilizando la 

ecuación del modelo del sistema. 

𝑉̇(ℎ)  =  𝑑𝑉(ℎ)/𝑑𝑡 =  𝑑(ℎ^2)/𝑑𝑡 =  2ℎ(𝑑ℎ/𝑑𝑡) (2.4) 

3. Sustituyendo la ecuación (2.2) (2.5) del modelo del sistema se obtiene: 

𝑉̇(ℎ)  =  2ℎ(𝑢 −  𝑘 ∗ √ℎ)     (2.5) 

4. Selección de la ley de control: 

Se selecciona una ley de control que haga que 𝑉̇(ℎ) sea negativa definida en un 

rango de operación deseado. Esto puede lograrse ajustando los parámetros del controlador 

o utilizando técnicas de control adaptativo. 
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5. Verificación de la estabilidad: 

Se analiza la estabilidad del sistema utilizando técnicas de análisis de estabilidad 

de control no lineal, como el criterio de Lyapunov o el criterio de estabilidad de LaSalle. 

 Se verifica que el sistema converja al punto de equilibrio deseado y se mantenga 

estable bajo diferentes condiciones de operación. 

2.2.7 Teorema de LaSalle 

El teorema de LaSalle establece condiciones para la estabilidad asintótica de un 

sistema dinámico no lineal. A continuación, se presenta una explicación del teorema junto 

con las fórmulas relevantes [29].  

Consideremos un sistema dinámico no lineal dado por la ecuación (2.6): 

𝑋̇ = 𝑓(𝑥)̇       (2.6) 

donde x es el vector de estados y ẋ es su derivada temporal. Supongamos que V(x) 

es una función continua y diferenciable que es positiva definida y cuya derivada temporal 

V̇(x) es negativa definida en un conjunto Ω, excluyendo el conjunto de puntos de 

equilibrio del sistema [29]. 

V(x) > 0 para x ≠ 0 

V̇(x) < 0 para x ≠ 0 

El teorema de LaSalle establece que todos los puntos en el conjunto límite S, 

definido como el conjunto de puntos donde V̇(x) = 0, son asintóticamente estables. Esto 

significa que las trayectorias del sistema convergen hacia S cuando el tiempo tiende a 

infinito [29]. 

Para aplicar el teorema de LaSalle, se deben seguir los siguientes pasos: 

• Seleccionar una función de Lyapunov adecuada: 

• Se elige una función de Lyapunov V(x) que cumpla con las propiedades 

mencionadas anteriormente, es decir, positiva definida y con derivada temporal 

negativa definida. 
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• Calcular la derivada temporal de la función de Lyapunov: 

• Se calcula la derivada temporal de V(x) utilizando la dinámica del sistema: 

𝑉̇(𝑥) =
∂V

∂X
∗ 𝑋 =̇

∂V

∂X
∗ 𝑓(𝑥)    (2.7) 

Donde (∂V/∂x) es el gradiente de V(x) y f(x) es la función que describe la 

dinámica del sistema:  

• Encontrar el conjunto límite S 

• Se encuentra el conjunto de puntos donde V̇(x) = 0, es decir, el conjunto 

límite S. 

• Establecer la estabilidad asintótica 

Se concluye que todos los puntos en S son asintóticamente estables, lo que implica 

que las trayectorias del sistema convergen hacia S cuando el tiempo tiende a infinito. 

2.2.8 Controlador Proporcional-Integral-Derivativo (PID) 

El control PID (Proporcional, Integral, Derivativo) es un controlador muy 

utilizado en la industria y en sistemas de control automático. Su objetivo es ajustar y 

estabilizar el comportamiento de un sistema según la diferencia entre la salida deseada y 

la salida real del sistema [30]. 

Cada componente del control PID contribuye de manera diferente para lograr este 

objetivo: 

Control Proporcional (P): El término proporcional produce una acción de control 

proporcional a la magnitud del error actual. Cuanto mayor sea el error, mayor será la 

corrección aplicada al sistema. El control proporcional tiende a mejorar la velocidad de 

respuesta y reducir el error en estado estacionario, pero puede resultar en oscilaciones 

alrededor del valor deseado debido a su naturaleza proporcional [30]. 

Control Integral (I): El término integral produce una acción de control 

proporcional a la integral acumulada del error a lo largo del tiempo. Esto permite corregir 

errores acumulativos y eliminar el error en estado estacionario. El control integral mejora 

la precisión del sistema y reduce el error a largo plazo, pero puede introducir oscilaciones 

y efectos de integración no deseados [30]. 
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Control Derivativo (D): El término derivativo produce una acción de control 

proporcional a la tasa de cambio del error. Proporciona una acción de control basada en 

las tendencias de cambio del error, lo que ayuda a predecir y reducir las oscilaciones 

futuras. El control derivativo mejora la estabilidad y la respuesta transitoria del sistema, 

pero puede amplificar el ruido y la variabilidad en la señal [30]. 

2.2.9 Control PID 

La ecuación del control PID se deriva a partir de los principios fundamentales de 

control y se basa en ajustar la señal de control para minimizar el error entre la salida 

deseada y la salida real de un sistema. Se explicará cómo se llega a esta ecuación.[31] 

Ecuación del controlador PID: 

El controlador PID calcula la señal de control en función del error, la integral del 

error y la derivada del error, se representa la ecuación (2.8) [31]. 

𝑢(𝑡)  =  𝐾𝑝 ∗  𝑒(𝑡)  +  𝐾𝑖 ∗  ∫  𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 +  𝐾𝑑 ∗  𝑑𝑒(𝑡)/𝑑𝑡   (2.8) 

Error (e(t)): 

El punto de partida es el error (e(t)), que representa la diferencia de la salida 

deseada x(t) y la salida real del sistema (y(t)) en un momento dado, se representa la 

ecuación, se expone la ecuación del error (2.9) [31]. 

𝑒(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)      (2.9) 

La gráfica siguiente presenta las acciones de control y ejemplos del 

comportamiento del error que se observa al implementar un controlador PID, ver Figura 

5. 

 

Figura 5  Grafica de aproximar de la curva del error [32] 
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Control Proporcional (P): 

El término proporcional ajusta la señal de control en proporción al error actual, 

esta se expresa como el producto del error y una constante proporcional (Kp), resultando 

en la ecuación (2) [31]. 

𝑃 = 𝐾𝑝 ∗ 𝑒(𝑡)     (2.10) 

Control Integral (I): 

El término integral ajusta la señal de control en función del acumulado de errores 

a lo largo del tiempo. La integral del error (e(τ)) se toma desde el inicio hasta el tiempo 

actual (t) y se multiplica por una constante integral (Ki), obteniendo la ecuación (2.11) 

[31]. 

𝐼 = 𝐾𝑖 ∗ ∫ 𝑒(𝜏) ∗ 𝑑𝜏    (2.11) 

Control Derivativo (D): 

El término derivativo ajusta la señal de control en función de la velocidad de 

cambio del error. La derivada del error con respecto al tiempo (
𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
) se multiplica por 

una constante derivativa (Kd), se expone la ecuación (2.12) [31]. 

𝐷 = 𝐾𝑝 ∗
𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
     (2.12) 

Combinación de Términos: 

La señal de control total u(t)) es la suma ponderada de los términos proporcional, 

integral y derivativo dando como resultado la ecuación (2.13), representación por 

diagrama de bloques en la Figura 6 [31]. 

𝑢(𝑡) = P + I + D 

𝑢(𝑡)  =  𝐾𝑝 ∗  𝑒(𝑡)  +  𝐾𝑖 ∗  ∫  𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 +  𝐾𝑑 ∗  𝑑𝑒(𝑡)/𝑑𝑡   (2.13) 
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Figura 6 Construcción del PID por diagrama de Bloques [33] 

2.2.10 Control Redes Neuronales Artificial (RNA) 

Las redes neuronales artificiales (RNA) son herramientas computacionales 

avanzadas que imitan el funcionamiento del cerebro humano. Su diseño, 

compuesto por neuronas interconectadas, permite procesar información de 

manera simultánea y jerárquica. Este modelo se asemeja a la capacidad del 

cerebro para aprender de la experiencia y generalizar conocimientos previos, 

convirtiéndolas en una herramienta poderosa en diversas aplicaciones, 

representación gráfica de un controlador RNA ver Figura 7 [34]. 

 

Figura 7 Estructura de una Red Neuronal Artificial [35] 

Una característica clave de las RNA es su habilidad para manejar información 

difusa, ruidosa, incompleta o inconsistente, lo que las hace idóneas para entornos 

donde los datos no son perfectos. Su procesamiento altamente paralelo permite 

realizar cálculos de manera eficiente, lo que contribuye a su eficacia en diversas 
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aplicaciones. La capacidad de generalización, es decir, la aplicación del 

conocimiento adquirido a nuevos casos no entrenados amplía su utilidad [38]. 

Las redes neuronales artificiales (RNA) están compuestas por varios componentes 

fundamentales que colaboran para procesar información y realizar tareas 

específicas [36]. A continuación, se describen los principales componentes de una 

RNA: 

Neuronas: 

• Neuronas de Entrada: Representan las variables o características 

iniciales del problema y reciben las señales externas o estímulos 

provenientes de sensores. Transforman estas señales en entradas 

numéricas para la red [37]. 

• Neuronas Ocultas: Procesan la información recibida de las neuronas de 

entrada. Realizan cálculos y transformaciones en la información para 

capturar patrones y características complejas, la cantidad de neuronas 

ocultas puede variar según la complejidad del problema [37]. 

• Neuronas de Salida: Emiten la respuesta final de la red neuronal. Estas 

neuronas reciben las señales procesadas por las neuronas ocultas y generan 

una salida externa, que puede ser un valor numérico, una clasificación o 

cualquier otra forma de respuesta deseada para el problema en cuestión 

[37]. 

Conexiones y Pesos: 

• Cada conexión entre neuronas tiene un peso asociado que determina la 

importancia relativa de la señal transmitida. Estos pesos se ajustan durante 

el proceso de entrenamiento de la red para mejorar su rendimiento en 

tareas específicas [37]. 

Funciones de Activación: 

• Las funciones de activación se aplican a la salida de cada neurona y 

determinan si y en qué medida la neurona debe activarse. Algunas 
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funciones comunes incluyen la función sigmoide, la función de paso (step 

function), la función ReLU (Rectified Linear Unit), entre otras [37]. 

Arquitectura de la Red: 

• La arquitectura de la red se refiere a la disposición y conexión de las 

neuronas en capas. Las RNA pueden tener una o varias capas ocultas, lo 

que influye en su capacidad para aprender patrones complejos [37]. 

Función de Costo o Pérdida: 

• La función de costo evalúa qué tan bien está realizando la red neuronal en 

comparación con las salidas deseadas durante el entrenamiento. El 

objetivo durante el entrenamiento es minimizar esta función para que la 

red aprenda de manera efectiva [37]. 

Algoritmo de Optimización: 

• Los algoritmos de optimización, como el descenso de gradiente, se utilizan 

para ajustar los pesos de las conexiones de la red y minimizar la función 

de costo durante el entrenamiento [37]. 

Datos de Entrada y Conjuntos de Entrenamiento: 

• Las RNA requieren conjuntos de datos para entrenar y aprender patrones. 

Estos conjuntos contienen ejemplos de entrada y las salidas asociadas que 

la red debe aprender a reproducir [37]. 

Sesgo: 

• Cada neurona puede tener un término de sesgo (bias) que se suma a la 

entrada ponderada antes de aplicar la función de activación. El sesgo 

permite a la red aprender desplazamientos y mejorar su capacidad para 

modelar relaciones más complejas [37]. 
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2.2.11 Construcción de Red Neuronal Artificial (RNA) 

Identificación del Sistema: 

Antes de aplicar una RNA, es necesario comprender el sistema que se desea 

controlar. Identifica las variables de entrada y salida, así como las posibles 

relaciones no lineales entre ellas [38]. 

Modelado matemático del sistema que describe la relación entre las variables de 

entrada y salida. 

• Ecuación representativa: (y=f(x)), donde y es la salida del sistema y (x) es 

la entrada. 

Selección de la Arquitectura de la RNA: 

En el diseño de control aplicado a niveles de líquido, la arquitectura de Red 

Neuronal Artificial (RNA) más adecuada es la de redes neuronales feedforward. 

En este enfoque, los datos de entrada se procesan de forma secuencial capa por 

capa, donde cada capa de neuronas contribuye a la representación y 

transformación de la información antes de pasarla a la siguiente capa. Este flujo 

unidireccional simplifica la estructura y el funcionamiento de la red, facilitando 

la interpretación de sus resultados y permitiendo un ajuste eficiente de sus 

parámetros durante el proceso de entrenamiento. [39]. 

La elección de una arquitectura feedforward que pueda aprender relaciones no 

lineales se representa de la siguiente manera. 

• Ecuación representativa: 𝑦 = 𝜎(𝑊. 𝑥. 𝑏) donde W son los pesos, x la 

entrada, b es el sesgo y 𝜎 es una función de activación no lineal. 

Recolección de Datos: 

Se recopilan datos del sistema en condiciones diversas. Estos datos deben incluir 

las señales de entrada y salida. La calidad y representacion de los datos son 

fundamentales para el éxito del modelo [39]. 

Recopilación de datos que representan el comportamiento del sistema. 
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• Ecuación representativa: 

𝐷 = {(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), … … … . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)}, donde D es el conjunto de 

datos. 

Preprocesamiento de Datos: 

Los datos según sean necesarios, incluyendo la normalización y la eliminación de 

ruido contribuye a un mejor rendimiento de la RNA [39]. 

Normalización y limpieza de datos para mejorar la eficacia del aprendizaje: 

• Ecuación representativa: 𝑥́ =
𝑥−𝜇

 𝜎
 donde 𝜇 es la media y 𝜎es la desviación 

estándar. 

División de Datos: 

Dividir los datos en conjuntos de entrenamiento y prueba. El conjunto de 

entrenamiento se utiliza para ajustar los parámetros de la RNA, mientras que el 

conjunto de prueba evalúa su rendimiento en datos no vistos [39]. 

Separación de datos para entrenar y evaluar el modelo: 

• Ecuación representativa: De,Dp=dividir(D), De es el entrenamiento y Dp 

las pruebas. 

Entrenamiento de la RNA: 

Utilizar los datos de entrenamiento para entrenar la RNA. Durante el 

entrenamiento, la red ajusta sus pesos y sesgos para minimizar la diferencia entre 

las salidas predichas y las salidas reales [39]. 

Se ajustan los pesos y sesgos para minimizar la función de pérdida. 

• Ecuación representativa: 𝑚𝑖𝑛𝑊,𝑏 ∑ 𝐿(𝑦𝑖, 𝑦⏞ 𝑖)𝑛
𝑖=1 , donde L es la función de 

perdida. 
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Validación del Modelo: 

Utilizando los datos de validación para ajustar los hiperparámetros del modelo y 

evitar el sobreajuste. La validación ayuda a garantizar que el modelo generalice 

bien a datos no vistos [39]. 

Ajuste de hiperparámetros para evitar el sobreajuste. 

• Ecuación representativa: 𝑚𝑖𝑛ℎ𝑖𝑝𝑒𝑟𝑝𝑎𝑟á𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 ∑ 𝐿(𝑦𝑖, 𝑦⏞ 𝑖)𝑛
𝑖=1 . 

Pruebas en Tiempo Real: 

La implementación del RNA al sistema de control y realiza pruebas en tiempo 

real. Observando cómo la RNA responde a diferentes condiciones y ajusta su 

rendimiento según sea necesario [39]. 

Implementación del modelo en el sistema de control. 

• Ecuación representativa: 𝑦⏞ = 𝜎(𝑊 ∗ 𝑥𝑟𝑒𝑎𝑙 + 𝑏). 

Retroalimentación y Ajuste Continuo: 

Introducir un mecanismo de retroalimentación para ajustar continuamente la RNA 

en respuesta a cambios en el sistema o en las condiciones operativas [39]. 

Actualizando de manera continua la red en respuesta a la retroalimentación. 

• Ecuación representativa: actualizar (W,b). 

Análisis de Desempeño: 

Evalúar el desempeño de la RNA en términos de la precisión de control, la 

capacidad de adaptación a nuevas condiciones y la estabilidad del sistema. 
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2.3 Marco Teórico 

En la sección del marco teórico se incluyen documentos de investigación 

analizados y utilizados como referencia para esta propuesta tecnológica.  

La tesis titulada "Implementación de un controlador PID para controlar el 

nivel de líquido del sistema de tanques acoplados" por Mohd Izzat B Dzolkafle en la 

Universidad Malaysia Pahang en 2009, presenta un análisis detallado de la aplicación 

de un controlador PID para mantener el nivel de líquido en un sistema de tanques 

interconectados. Este controlador, conocido por su versatilidad en aplicaciones de 

control de temperatura, movimiento y flujo, se emplea para regular la bomba de agua 

y asegurar un nivel adecuado en ambos tanques [40]. 

La tesis de doctorado titulada "Funciones de Lyapunov de control para el 

diseño de controladores discontinuos" por Emmanuel Cruz Zavala en la Universidad 

Autónoma de México en 2014, se enfoca en la teoría de estabilidad y el análisis de 

sistemas dinámicos mediante el uso de funciones de Lyapunov. La investigación 

aborda diversos enfoques y algoritmos para el diseño de controladores que satisfagan 

los criterios de estabilidad y rendimiento deseados en sistemas discontinuos [41]. 

La tesis " Redes neuronales dinámicas para la identificación y control 

adaptable para sistemas no lineales" por Juan Francisco Hernández Pérez en la 

Universidad Autónoma del estado de Hidalgo en 2018,   presenta una ley de control 

lineal para sistemas no lineales con múltiples entradas y múltiples salidas (MIMO) 

cuya dinámica se asume desconocida. Para lograr esto, se utilizarán redes neuronales 

artificiales (RNA) como herramienta para estimar la dinámica del sistema [42]. 

La tesis “Estudio de redes neuronales modulares para el modelado de sistemas 

dinámicos no lineales” por J. M. (Josep Maria) en la Universidad Politécnica de 

Catalunya en 2000, presenta un estudio que examina tanto los aspectos teóricos como 

los prácticos relacionados con la representación de sistemas no lineales mediante el 

uso de redes neuronales modulares. Desde la perspectiva teórica, se introduce un 

novedoso modelo denominado "Neural Module" (NM), el cual pretende integrar las 

habilidades de las redes neuronales en la aproximación de funciones no lineales con 

la estructura organizativa de las técnicas clásicas que se enfocan en bloques para el 

modelado e identificación de sistemas [39]. 
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3 CAPITULO III 

3.1 DESARROLLO  

En este capítulo, se detallan los diversos elementos y técnicas utilizados en el 

proyecto actual, resaltando tanto su función como su importancia en el proceso de 

desarrollo. Mediante esta descripción exhaustiva, se busca brindar una comprensión 

completa de cómo estos elementos y técnicas contribuyen al éxito y avance del proyecto 

en cuestión. 

3.2 COMPONENTES DE LA PROPUESTA 

En esta descripción se abordan tanto los componentes físicos como los lógicos 

utilizados en el desarrollo de la propuesta, destacando sus características clave y 

proporcionando una breve explicación de cada uno. A través de esta mención, se busca 

ofrecer una visión completa de los elementos involucrados en el proyecto, entendiendo 

claramente su importancia. 

3.3 COMPONENTES FÍSICOS 

3.3.1 Arduino Mega  

Arduino Mega es una tarjeta de desarrollo open-source que utiliza el 

microcontrolador ATmega2560, ver en la Figura 8, y ofrece una amplia gama de pines de 

entrada y salida, tanto analógicos como digitales, datos técnicos en Anexos 1 [43].  

Se programa en un entorno basado en los lenguajes Processing/Wiring. Con 

Arduino Mega, es posible desarrollar objetos interactivos autónomos o establecer 

comunicación con una computadora mediante el puerto serial (a través de una conversión 

USB) utilizando lenguajes como Flash, Processing, MaxMSP, entre otros [43] [44]. 

 

Figura 8 Arduino Mega 2560 [44] 
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3.3.2 RELÉ 

Un relé es un interruptor eléctrico accionado por una bobina que permite el paso 

de la corriente cuando está cerrado y la interrumpe cuando está abierto. Al activar la 

bobina, se genera un campo electromagnético que cierra el contacto del relé, permitiendo 

el flujo de corriente en un circuito para encender dispositivos como lámparas o motores. 

Al dejar de suministrar corriente a la bobina, el contacto del relé se abre nuevamente, 

interrumpiendo el flujo de corriente. Los relés son utilizados para controlar circuitos de 

alta potencia mediante una señal de baja potencia, como en la automatización de puertas 

de garaje o sistemas de iluminación, ilustración referencial Figura 9, datos Técnicos en 

Anexo 2 [45]. 

 

Figura 9 Modulo Relé 

 

3.3.3 SENSOR ULTRASÓNICO HC-SR04 

El sensor HC-SR04 es un sensor de distancia de bajo costo que utiliza ultrasonido 

para medir la distancia de un objeto en un rango de 2 a 450 cm. Es ampliamente utilizado 

en proyectos de robótica y automatización debido a su tamaño compacto, bajo consumo 

de energía, buena precisión y precio asequible, el sensor emite pulsos de ultrasonido y 

mide el tiempo que tarda en recibir el eco del objeto, lo que permite calcular la distancia. 

Su funcionamiento no se ve afectado por la luz solar y puede detectar objetos incluso en 

materiales blandos como tela o lana, imagen referencial Figura 10, datos técnicos del 

dispositivo en Anexo 3 [46]. 
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Figura 10 Sensor Ultrasónico HC-SR04 

 

3.3.4 SERVO MOTOR MG 995  

Un servo es un dispositivo electromecánico que se utiliza para controlar y regular 

la posición de un objeto o mecanismo de manera precisa. Para controlar una llave de agua, 

el servo puede manipular el giro de la llave y controlar el flujo de agua. Con un servo, se 

puede automatizar el proceso de abrir y cerrar la llave de agua de forma remota o 

programada, ver imagen referencial Figura 11, datos técnicos del servo en Anexos 4 [47].  

 

Figura 11 Servo Motor MG 995 

 

3.3.5 BOMBA DE ACCIONAMIENTO MAGNÉTICO MKII 

La bomba de accionamiento magnético es una variante de las bombas centrífugas 

que utiliza imanes en lugar de un eje mecánico para girar el impulsor. Esta innovación 

presenta ventajas en eficiencia y seguridad en la manipulación de líquidos en sistemas 

hidráulicos. Al eliminar el uso de un eje mecánico, se evitan problemas de fugas y 

desgaste, lo que resulta en una operación más confiable y duradera. Además, al no tener 

partes móviles en contacto directo con el líquido, se minimiza el riesgo de corrosión y 

contaminación del fluido, imagen referencial Figura 12, datos técnicos del dispositivo en 

Anexo 5 [48]. 
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Figura 12 Bomba Magnética MKII 

3.3.6 LLAVE MARIPOSA 

Una válvula de mariposa es una válvula de cierre que consta de un disco giratorio 

que controla el flujo de fluido. En posición cerrada, el disco bloquea el flujo, mientras 

que, en posición abierta, el disco permite que el fluido fluya libremente. 

3.3.7 PROTOTIPO DE CONTROL DE LLAVE MARIPOSA EN IMPRESIÓN 

3D 

El diseño adaptativo para el control de una llave mariposa es un enfoque 

innovador que utiliza la tecnología de impresión 3D para crear una solución altamente 

personalizada y eficiente. Este sistema se centra en el control del flujo de un fluido a 

través de una llave mariposa, que es esencial en una variedad de aplicaciones, como en 

sistemas de control de procesos industriales o vehículos, imagen referencial del prototipo 

ver Figura 13. 

 

Figura 13 Prototipo de adaptación 3D 
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3.3.8 DISEÑO DEL MODELO DEL MÓDULO DE CONTROL DE LLENADO 

DE TANQUE  

El modelo 3D de la planta se generó en Autodesk Fusion 360,imagen referencial 

ver Figura 14, con la finalidad de poder trazar rutas de tubería, determinar ubicaciones 

tanto de luces piloto como pulsadores de accionamiento correspondiente al tablero de 

control eléctrico y del reservorio de agua.Las representaciones de tuberías, neplos, 

uniones universales, codos, extensiones, derivaciones tipo T, módulo de cristal y de 

control fueron generadas en bocetos de Fusion 360 con las medidas reales de cada 

elemento. 

La tubería implementada en el diseño 3D, simuló a una tubería de PVC de media 

pulgada (1/2") rígida para agua, identificada por su mayor resistencia al paso de fluidos 

de temperatura considerada y su color rojizo, con sus acoples de igual medida. 

 

 

Figura 14 Diseño del módulo en Autodesk Fusión 360 

 

El objetivo de generar un modelo 3D de la planta radica en optimizar el área de 

trabajo de modo que todos los elementos implementados se ajusten al espacio disponible 

y que entre ellos no se obstaculicen visualmente, además de proveer de un enfoque real 

de cómo se verá el producto terminado. Se realizó un ensayo de ubicación previo al 

modelo en 3D propuesto y se determinó la factibilidad del mismo. 
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3.4 Componentes lógicos 

3.4.1 MATLAB – SIMULINK 

SIMULINK es una importante herramienta de MATLAB para la simulación de 

sistemas dinámicos. Es un programa gráfico, manejado mediante mouse, que permite 

visualizar un sistema en  diagrama de bloques que son manipulables dinámicamente 

dentro de su entorno [49]. 

A continuación, se explican detalles y características de cada librería: 

• Simulink Support Package for Arduino Hardware 

 

Figura 15 Paquete de Librería Simulink Support Package for Arduino Hardware 

 

 Esta librería permite comunicarse con el hardware en simulación de modo 

normal mediante el modo E/S conectada, y la sintonización de parametros en tiempo real 

y adquisición de señal mediante el modo externo 

• Matlab Support Package for Arduino Hardware 

 

Figura 16 Paquete de librería Matlab Support Package for Arduino Hardware 

 

Este paquete permite utilizar Matlab para comunicarse de forma interactica con una 

placa Arduino, ya que puede escribir y leer daros de sensores a través de placa Arduino 

y ver inmediatamente los resultados en Matlab sin comprar ningún código [50]. 

3.5 Desarrollo de la Propuesta 

Esta sección abarca la aplicación de análisis teóricos y experimentales en el 

desarrollo de la propuesta. Se emplean ecuaciones, fórmulas, simulaciones y pruebas 

experimentales para respaldar y fundamentar la viabilidad del proyecto. Los análisis 
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teóricos se basan en principios y teorías existentes, utilizando ecuaciones matemáticas 

para predecir el comportamiento del sistema. Por otro lado, los experimentos y pruebas 

permiten validar las predicciones teóricas, recopilar datos empíricos y obtener 

información real que respalda la propuesta. 

3.5.1 Lógica de funcionamiento de la planta de nivel de líquido 

Para implementar los controles, se realiza un exhaustivo análisis lógico del 

funcionamiento de la planta, que se presenta visualmente de forma gráfica en la Figura 

17. Este análisis no solo se limita a una descripción superficial, sino que se sumerge en 

una evaluación detallada de los procesos y operaciones inherentes a la planta, con el 

objetivo de comprender a fondo su dinámica y comportamiento. 

 

 

 

 

 

 

Sensor de Altura: Un sensor de altura está instalado en el tanque para medir 

constantemente el nivel de líquido y proporcionar esta información al sistema de control. 

La altura medida por el sensor refleja la evolución de la salida del sistema.  

Válvula de Control: La válvula de control se utiliza para regular la cantidad de 

líquido que entra en el sistema. Una señal variable, representada por el ángulo θ 

(0°≤θ≤90°), se utiliza para controlar la apertura de la válvula. A medida que θ varía, la 

cantidad de líquido que entra en el sistema también varía. 

Lógica de Control: La lógica de control establece que el rango de operación de 

la válvula está entre 0 grados (cuando la válvula está completamente abierta) y 90 grados 

(cuando la válvula está completamente cerrada). El servomotor se encarga de mover la 

válvula en sentido horario o antihorario, dependiendo de si el nivel de líquido en el tanque 

Figura 17 Lógica de Funcionamiento  [52]. 
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se encuentra por encima o por debajo del punto de consigna deseado. Si el nivel es 

demasiado alto, el servomotor moverá la válvula para reducir el flujo de entrada, y si el 

nivel es demasiado bajo, el servomotor la abrirá más para aumentar el flujo de entrada. 

3.5.2 Exploración de la Dinámica del Sistema y sus Variables 

En el mundo de la optimización y la gestión eficiente, explorar la dinámica de un 

sistema y comprender las variables clave que lo componen son elementos esenciales. En 

esta búsqueda integral de mejora, el siguiente análisis se sumerge en la complejidad de la 

dinámica del sistema, destacando la importancia de considerar todas las variables 

relevantes, el cual se presenta visualmente en la Figura 18. 

 

Figura 18 Diagrama p&id de la planta de control de Nivel [51]. 

Para obtener el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales en su forma 

estándar, consideremos las variables relevantes y las relaciones entre ellas. 

Denotemos: 

• h(t): altura del agua en el tanque en el tiempo t. 

• Qin(t): caudal de entrada de agua en el tiempo t, caudal máximo es de 19 L/min. 

• Qout(t): caudal de salida de agua en el tiempo t. 

• A: área transversal del tanque (13 cm * 60 cm). 

• h0: altura deseada del agua en el tanque (30 cm). 

• a: apertura del servo que controla el caudal de entrada. 
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3.5.3 Modelo Teórico del sistema 

Las ecuaciones que describen el comportamiento del sistema son: 

1. La ecuación de balance de masa para el tanque:  

𝑑(ℎ(𝑡))

𝑑𝑡
=

𝑄𝑖𝑛(𝑡)

𝐴
−

𝑄𝑜𝑢𝑡

𝐴
    (1) 

2. El caudal de entrada, Qin(t), está controlado por el servo y puede expresarse en 

términos de la apertura del servo y la máxima capacidad de caudal:  

𝑄𝑖𝑛𝑡(𝑡) = 𝑎 ∗ 𝑄𝑚𝑎𝑥     (2) 

3. El caudal de salida, Qout(t), depende de la altura actual del agua en el tanque. 

Usaremos una ecuación empírica para describir esta relación. Supongamos que 

el caudal de salida está dado por la ley de Torricelli: 

𝑄𝑜𝑢(𝑡) = 𝑘 ∗ √(ℎ(𝑡)    (3) 

Donde k es una constante de proporcionalidad. 

4. La ecuación que define el control del servo para mantener la altura deseada del 

agua en el tanque:  

𝑎 = 𝐾𝑝 ∗ (ℎ0 − ℎ(𝑡))    (4) 

Donde Kp es una constante de proporcionalidad para el control del servo. 

Juntando todas estas ecuaciones, obtenemos el sistema de ecuaciones 

diferenciales no lineales en su forma estándar: 

𝑑(ℎ(𝑡))

𝑑𝑡
=

𝑎∗𝑄𝑚𝑎𝑥−𝑘∗√ℎ(𝑡)

𝐴
    (5) 

3.5.4 Modelado lineal del sistema por la serie de Taylor 

Para obtener el modelado lineal del sistema por la serie de Taylor de segundo 

orden, se realiza una expansión en serie de Taylor de segundo orden alrededor de un punto 

de operación o equilibrio. 

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de las ecuaciones (4) y 

(5): 

Primero, encontramos un punto de operación o equilibrio donde las derivadas sean 

cero. Consideremos el punto de equilibrio donde h(t) = h0 y a = a0 (valores constantes). 
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Reemplazando estos valores en las ecuaciones, obtenemos: 

0 = 𝐾𝑝 ∗ (ℎ0 − ℎ0)     (6) 

0 =
𝑎0∗𝑄𝑚𝑎𝑥−𝑘√ℎ0

𝐴
     (7) 

La segunda ecuación simplemente establece que a = a0 

Se procede a realizar la expansión en serie de Taylor de segundo orden alrededor 

del punto de equilibrio. La expansión en serie de Taylor de segundo orden se puede 

expresar de la siguiente manera: 

𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 21𝑓′′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)2  (8) 

Aplicando esta expansión a las ecuaciones del sistema: 

𝑑(ℎ(𝑡))

𝑑𝑡
≈ (

𝑑(ℎ(𝑡))

𝑑𝑡
)|

𝑒𝑞
+ (

𝑑2(ℎ(𝑡))

𝑑𝑡2 )|
𝑒𝑞

∗ (ℎ(𝑡) − ℎ0) +
1

2
(

𝑑3(ℎ(𝑡))

𝑑𝑡3 )|
𝑒𝑞

∗

(ℎ(𝑡) − ℎ0)2                   (9) 

𝑎 ≈ a0 + (
𝑑𝑎

𝑑𝑡
) |𝑒𝑞 ∗ (ℎ(𝑡) − ℎ0) +

1

2
(

𝑑2𝑎

𝑑𝑡2 ) |𝑒𝑞 ∗ (ℎ(𝑡) − ℎ0)2  (10) 

Donde (
𝑑(ℎ(𝑡))

𝑑𝑡
) |𝑒𝑞 y (

𝑑2𝑎

𝑑𝑡2 ) |𝑒𝑞 son las segundas derivadas de h(t) y a con respecto 

al tiempo evaluadas en el punto de equilibrio, representación gráfica de la ecuación de 

segundo orden en la Figura 19. 

 Figura 19 Aproximación Lineal del del Sistema por la serie de Taylor 
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3.5.5 Identificación de modelo matemático del sistema físico  

Para diseñar un modelo matemático de un sistema de control de nivel utilizando 

MATLAB (u otro software similar), se requiere una serie de pasos y herramientas como 

se aprecia en la Figura 20: 

 

Figura 20 Diagrama de control de adquisición de datos 

3.5.6 Recopilación de Datos  

Antes de crear un modelo matemático, se requieren datos del sistema físico que 

se está tratando de controlar. Es necesario recopilar datos del sistema, como la respuesta 

del nivel a cambios en la entrada de control. Estos datos se pueden obtener mediante 

experimentos o mediciones en el sistema real. 

Adquisición de datos Simulink  

El complemento de soporte de MATLAB para Arduino habilita la creación de 

programas en MATLAB que pueden interactuar con dispositivos Arduino y otros 

periféricos conectados, como el Adafruit Motor Shield, I2C y SPI, en el cual para la 

adquisición de datos se usaran los bloques de simulink como se aprecia en la Imagen 15 

1. Recopilación 
de datos 

2.  Preparacion 
de los Datos

3. Seleccionar el 
Tipo de Modelo

4. Identificación 
del Modelo

5. Validacion del 
Modelo 
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Figura 21 Bloque para la adquisición de datos  

La descripción de la Tabla 1 es fundamental en el desarrollo de sistemas y 

programas, especialmente en el ámbito de la programación y la ingeniería de software. 

Los "bloques" se refieren a las unidades lógicas o componentes modulares que componen 

un control o programa. 

Tabla 1 Descripción de los bloques de simulink para la obtención de los datos 

Bloque Descripción 

 Bloque de la librería Simulink Support 

Package for Arduino Hardware el cual nos permite 

obtener los datos del Sensor Ultrasónico por 

medio comunicación interfaz USB en el 

ordenador 

 Bloque de Simulink que nos memite 

almacenar los datos obtenidos según la muestra 

del tiempo requerido en el cual es de 0.1s 

3.5.7 Preparación de los Datos  

Los datos recopilados deben ser procesados y limpiados. Esto puede implicar 

filtrar ruido como se aprecia en la imagen 16, eliminar valores atípicos y ajustar las 

escalas. 

El filtro a usar es el paso bajo (Low-Pass Filter o LPF en inglés) para suavizar los 

datos obtenidos de un sensor ultrasónico. Este filtro ayuda a eliminar el ruido de alta 

frecuencia en los datos, lo que puede hacer que las mediciones sean más estables y más 

útiles para aplicaciones que requieran datos más suavizados. 
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Para aplicación del Filtro Pasa Baja se adjuntó como un bloque de funciones 

donde limitaremos y se limpiara la señal como se muestra en la Figura 22 y se detalla a 

continuación, código del filtro Pasa Baja en Anexo 5: 

 

Figura 22 Diseño de un Filtro LPF para la lectura de los datos del sensor  Ultrasónico 

1. Entrada de Datos (x): Esta es la señal cruda o no procesada que proviene 

del sensor ultrasónico. Contiene tanto la información que deseas como el 

ruido no deseado de alta frecuencia. 

2. Salida de Datos (xlpf): La señal que obtienes después de aplicar el filtro 

LPF a la entrada de datos. Esta señal será más suave y libre de ruido de 

alta frecuencia. 

3. Frecuencia de Corte (0.7): La frecuencia de corte es un parámetro 

importante del filtro LPF que determina el punto en el cual el filtro 

comienza a atenuar las frecuencias. Las frecuencias por debajo de este 

valor pasan prácticamente sin cambios, mientras que las frecuencias por 

encima de este valor se atenúan. Este valor se ajusta según tus necesidades 

para eliminar el ruido no deseado. 

4. Constante de Tiempo (0.1): La constante de tiempo del filtro LPF está 

relacionada con la frecuencia de corte y determina cuán rápido el filtro 

responde a las variaciones en los datos de entrada. Una constante de 

tiempo más larga suaviza la señal más lentamente, mientras que una 

constante de tiempo más corta suaviza la señal más rápidamente. 

5. Fórmula del Filtro LPF: El filtro LPF utiliza una fórmula matemática 

que combina la entrada actual, la salida anterior y la constante de tiempo 

para calcular la salida actual. La fórmula generalmente se ve así: 

Output(t) = Output(t-1) + (Input(t) - Output(t-1)) / 

Constante_de_Tiempo 

6. Bucle de Procesamiento (Processing Loop): En el código, generalmente 

encontrarás un bucle de procesamiento que aplica la fórmula del filtro LPF 

a cada punto de datos de entrada para calcular la salida suavizada. 

 

Tras someter los datos a procesos de filtrado, se logran obtener los datos 

esenciales que describen el comportamiento del sistema. Estos datos resultantes son 
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fundamentales para la aplicación subsiguiente de distintos tipos de control, representación 

gráfica de los datos obtenidos ver la Figura 23. 

 

Figura 23 Grafica de los todos obtenidos aplicando un proceso de filtrado pasa bajo 

3.5.8 Seleccionar el tipo de modelo  

La selección del modelo matemático adecuado implica la evaluación de diversas 

alternativas, como modelos de primer orden, modelos de segundo orden, entre otros. Esta 

elección está condicionada por la naturaleza inherente del sistema en consideración y la 

disponibilidad de datos pertinentes. La determinación precisa del tipo de modelo a 

emplear es esencial para lograr una representación matemática que se ajuste de manera 

óptima a las características y dinámicas del sistema bajo análisis. 

3.5.8.1 Representación de la relación matemática entre la salida y la entrada de 

un sistema lineal invariante 

Para la adquisición de la función de trasferencia de la planta de forma discreta se 

recurre a la función Identificación de Sistemas de MATLAB ofrece un conjunto de 

funciones, bloques de Simulink y una aplicación especializada para la modelación de 

sistemas dinámicos, análisis de series temporales y predicción. Esta herramienta permite 

explorar las relaciones dinámicas entre variables medidas para construir funciones de 

transferencia, modelos de procesos y modelos de espacio de estados [52]. 

Se realiza un análisis mediante la adquisición de datos para obtener una función 

de transferencia que pueda representar eficazmente al sistema. Este proceso implica la 

identificación utilizando Matlab, donde se exploran estimaciones desde el primer orden 

hasta el cuarto orden, como se detalla en la Tabla 2. 
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Tabla 2 Funciones de trasferencia 

Modelo Estimación Tipo Orden Aproximación Resultado 

TF1 Transfer Function 

Identification ver 

Figura 25-a 

Discrete Primer 

Orden 

81.39 0.003513

1 − 0.9966𝑧−1
 

TF2 Transfer Function 

Identification ver 

Figura 24 

Discrete Segundo 

Orden 

93.34 2.651𝑒−0,5

(1 − 1.992𝑧−1

+0.9923𝑧−2)

 

TF3 Transfer Function 

Identification ver 

Figura 25-b 

Discrete Tercer 

Orden 

93.34 5.324𝑒−0,5

(1 − 1.992𝑧−1 +

0.9923𝑧−2

+0.9919𝑧−3)

 

TF4 Transfer Function 

Identification ver 

Figura 25-c 

Discrete Cuarto 

Orden 

93.34 2.678𝑒−0,5

(1 − 2.985𝑧−1 +

3.97𝑧−2

+2.976𝑧−3

+0.9912𝑧−4)

 

La elección de un modelo de segundo orden sobre modelos de tercer o cuarto 

orden, a pesar de similitudes en las respuestas de aproximación, puede justificarse desde 

una perspectiva técnica, se puede observar el modelo de segundo orden, representación 

gráfica del modelo TF2 ver Figura 24: 

 

 

 

 

 

Figura 24 Representación gráfica del modelo lineal de segundo orden TF2 
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Principio de Parsimonia: 

El principio de parsimonia, o "navaja de Occam", sugiere que, cuando se 

enfrentan a varias explicaciones igualmente efectivas, se debe preferir la más simple, los 

modelos de segundo orden, al tener menos parámetros, cumplen con este principio y 

proporcionan una representación más simple del sistema [53]. 

Complejidad del Modelo vs. Captura de Dinámicas: 

La elección del orden del modelo implica un equilibrio entre la complejidad del 

modelo y su capacidad para capturar las dinámicas esenciales del sistema. Los modelos 

de segundo orden son capaces de representar sistemas con amortiguamiento y 

oscilaciones sin agregar complejidad innecesaria. 

Identificación de Parámetros: 

Modelos de segundo orden ofrecen una identificación de parámetros más clara y, 

por ende, una interpretación más sencilla de su significado físico. Esto es esencial al tratar 

con sistemas cuyos parámetros deben ser comprensibles y ajustables de manera eficiente. 

Estabilidad y Robustez: 

Modelos de segundo orden tienden a ser más estables y robustos desde el punto 

de vista numérico y computacional. La implementación de modelos de orden superior 

podría introducir dificultades numéricas y amplificar la sensibilidad a pequeñas 

variaciones en los datos. 

 

Figura 25 Modelo Lineal de Primer Orden (a), Modelo de Tercer Orden (b) y Modelo de Cuarto Orden 

Literal (C) 

(

(a) 

(

(b) 

(

(c) 
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Facilidad en el Diseño de Controladores: 

En el diseño de controladores, los modelos de segundo orden facilitan la 

aplicación de técnicas de control clásicas, como el control proporcional-integral-

derivativo (PID). Estos controladores están bien establecidos para sistemas de segundo 

orden y son más fácilmente sintonizables. 

Economía de Recursos Computacionales: 

La implementación y simulación de modelos de segundo orden requieren menos 

recursos computacionales en comparación con modelos de orden superior. Esto es 

3.5.9 Control Lyapunov Function (CLF) 

Para la construcción del CLF se requiere la obtener del criterio de estabilidad y su 

ecuación candidata ecuación 11, si se cumple el criterio de Lyapunov para un punto de 

equilibrio particular, entonces ese punto de equilibrio se considera estable. Si la derivada 

temporal de 𝑉(𝑋)es estrictamente negativa (es decir,
𝑑𝑉

𝑑𝑡
< 0 ), el punto de equilibrio se 

considera asintóticamente estable 

Criterio de estabilidad de Lyapunov  

Criterio de estabilidad de Lyapunov y diseñar un controlador adecuado, podemos 

proponer una función de Lyapunov apropiada. 

Una opción podría ser la siguiente función de Lyapunov:  

𝑉(ℎ) = (ℎ0 − ℎ)2                                                         (11) 

La ecuación se obtiene de la dinámica del sistema donde ℎ0 es el nivel de 

líquido en un tiempo 0 y h es el nivel de líquido a través del tiempo    

Veamos si cumple con las propiedades requeridas para aplicar el criterio de 

Lyapunov: 

1. Continuidad y diferenciabilidad: La función 𝑉(ℎ) = (ℎ0 − ℎ)2 es continua y 

diferenciable en el rango de interés (0 cm <= h <= 60 cm). 

2. Positiva definida:  𝑉(ℎ) = (ℎ0 − ℎ)2es siempre no negativa para todo h en el 

rango de interés (0 < h <60). Además, V(h) > 0 si h ≠ h0, y V(h0) = 0. 

3. Derivada negativa definida o negativa semidefinida:  
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Calculemos la derivada de V(h) con respecto al tiempo: 

𝑑𝑉(ℎ)

𝑑𝑡
= −2(ℎ0 − ℎ(𝑡)) ∗

𝑑(ℎ(𝑡))

𝑑𝑡
   (12) 

Sustituyendo las ecuaciones del sistema de ecuaciones diferenciales no lineales: 

𝑑𝑉(ℎ)

𝑑𝑡
= −2(ℎ0 − ℎ(𝑡) ∗ [

(𝑎 ∗ 𝑄𝑚𝑎𝑥 − 𝑘 ∗ √ℎ(𝑡) )

𝐴
] 

Análisis del criterio de Control de Lyapunov 

Observamos que si  𝑎 ∗ 𝑄𝑚𝑎𝑥 − 𝑘 ∗ √(ℎ(𝑡) ) < 0, entonces (
𝑑𝑉

𝑑𝑡
) será negativa. 

Para garantizar esto, podemos establecer una condición en los valores de a, Qmax y k. 

Por ejemplo, asegurándonos de que Qmax >  k ∗  √ℎ0 ara que el caudal de entrada sea 

suficiente para mantener la altura deseada. 

Se ha propuesto la función de Lyapunov 𝑉(ℎ) = (ℎ0 − ℎ)2, y hemos demostrado 

que es continua, positiva definida y que su derivada con respecto al tiempo es negativa 

cuando se cumple una condición específica sobre los valores de a, Qmax y k. Esto sugiere 

que podemos utilizar esta función de Lyapunov para el diseño de un controlador que 

mantenga la altura del agua en el tanque cerca del valor deseado h0. 

Diseño del Controlador de Lyapunov 

Para diseñar el controlador, puedes utilizar la derivada de V(h) con respecto al 

tiempo  
𝑑𝑉

𝑑𝑡
  y establecerlo como negativo. Esto implica que debes encontrar una expresión 

para la tasa de cambio de h(t),  que cumpla con la condición deseada. 

Utilizando las ecuaciones del sistema de ecuaciones diferenciales no lineales y la 

expresión de V(h) 

Para que 
𝑑𝑉

𝑑𝑡
  sea negativo, necesitamos que el término (a * Qmax - k * √ℎ0) sea 

negativo. Esto significa que a * Qmax debe ser menor que k * √ℎ0) en todo momento. 

Para garantizar se establece la condición a * Qmax < k √ℎ0. Esta condición 

asegurará que el caudal de entrada sea suficiente para mantener la altura deseada del agua 

en el tanque. 
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Una vez establecida esta condición, puedes diseñar el controlador para determinar 

la apertura del servo, a, en función de la diferencia entre la altura deseada y la altura actual 

del agua en el tanque: a = Kp * (h0 - h(t)), donde Kp es una constante de proporcionalidad 

para el control del servo. 

Al ajustar adecuadamente el valor de Kp, puedes lograr que el controlador 

mantenga la altura del agua en el tanque cerca del valor deseado h0. 

Controlador CLF 

Set Point: El set point es esencial en el control automático al definir metas para 

un sistema. El controlador compara constantemente la salida real con el set point, 

minimizando la diferencia (error) para mantener el sistema en el estado deseado.  

Esta interacción forma un ciclo de retroalimentación, permitiendo al sistema 

adaptarse. La Tabla 3 presenta las condiciones iniciales de la entrada del sistema. Tabla 

3 Rango de Operación. 

Tabla 3 Rango de Operación del Set Point o entrada del Sistema 

Rango de Operación del Set Point 

Set Point  0 cm<h<60 cm 

Sample Time  0.1 

Controlador Lyapunov: Para la creación del controlador aplicamos el bloque de 

MATLAB Function en el cual definimos los siguientes parámetros descritos en la Tabla 

4, representación en diagrama de bloques ver la Figura 26: 

Tabla 4 Parámetros de Configuración del CLF 

Parámetros de configuración 

Variable Descripción 

Data Constante de Proporcionalidad 50 

U Señal de Entrada (Set Point) Rango de Operación 0 cm<h<60 cm 

H Valor Filtrado para suavizar la señal 

Servo Rango de Operación 0 <Grados<90 

Error Error estacionario 
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Figura 26 Bloque de parámetros de configuración del controlador CLF 

Retroalimentación: Para obtener el control se requiere de una retroalimentación 

el cual se usará el sensor ultrasónico y se aplicará un filtro para suavizar la señal, ver 

Figura 27.  

 

Figura 27 Bloque de Retroalimentación de los Datos 

Controlador: Para el control del servo usaremos los paquetes de Simulink 

Arduino aplicaremos saturado para limitar el rango de operación del servo ente 0 a 90 

grados, ver Figura 28.  

  

Figura 28 Controlador del Sistema 

Comportamiento del Sistema aplicado el control CLF   

Entrada al Sistema (Referencia o Perturbación): En la Figura 30, se observa 

la entrada al sistema, que puede representar la referencia deseada para la salida del sistema 

o cualquier perturbación aplicada al sistema. 
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Señal del Sistema (Salida): El Figura 29 muestra la respuesta temporal del 

sistema a la entrada. Esta señal refleja cómo el sistema evoluciona en el tiempo en 

respuesta a la entrada y revela su comportamiento dinámico aplicando el control CLF. 

 

Error (Diferencia entre Referencia y Salida): En el Figura 30, se destaca la 

diferencia entre la salida deseada (referencia) y la salida real del sistema, conocida como 

error. Este componente es crucial para evaluar la capacidad del controlador Lyapunov 

para mantener la salida cerca de la referencia. 

 

Figura 30 Señal de error del controlador CLF 

Señal del Controlador: En Figura 31, se presenta la señal generada por el 

controlador Lyapunov. Esta señal es la entrada al sistema y está diseñada para influir en 

la dinámica del sistema y minimizar el error. 

Figura 29 Señal de salida del sistema donde se muestra el comportamiento de la señal aplicando el control 

CLF  
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Figura 31 Señal del actuador CLF 

Construcción del Control Lyapunov Función para la planta de Nivel  

 

3.5.10 Controlador Proporcional Integral Derivativo (PID) 

La implementación del controlador Proporcional-Integral-Derivativo (PID) en 

una planta representa un enfoque fundamental para optimizar la eficiencia y precisión del 

control en sistemas dinámicos.  

En este proceso, los modelos matemáticos previamente obtenidos desempeñan un 

papel crucial al proporcionar una representación cuantitativa de la planta y sus 

interacciones dinámicas. Estos modelos sirven como la base teórica para el diseño del 

controlador PID, permitiendo una comprensión profunda de la dinámica del sistema y 

facilitando la identificación de los parámetros clave que influyen en su comportamiento. 

Figura 32 Controlador Lyapunov función 
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Diseño del controlador PID 

Para sintonizar un controlador PID (Proporcional, Integral, Derivativo) para un 

sistema con una función de transferencia discreta, hay varios métodos que puedes 

considerar como el método de Ziegler-Nichols y métodos basados en optimización 

computacional. 

Método de Ziegler-Nichols (Sintonización por la ganancia crítica en lazo 

cerrado) 

El Método del Paso de Reacción, desarrollado por Ziegler y Nichols, es una 

técnica empírica utilizada para sintonizar controladores PID en sistemas lineales de 

control. Este método sigue una serie de pasos para determinar las ganancias del 

controlador que optimizan el rendimiento del sistema: 

Primero, se establecen todas las ganancias del controlador (proporcional, integral 

y derivativa) en cero. Luego, se aumenta gradualmente la ganancia proporcional (Kp) 

hasta que el sistema comienza a oscilar, mostrando una respuesta en forma de onda 

continua, ver  Figura 34. 

 

Figura 33 Control PID método paso de reacción 

Se aumenta el Kp hasta que el sistema comience a oscilar de manera contante 

como se muestra en la Figura 33. 
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Figura 34 Prueba por el método de oscilación critica 

El valor obtenido del experimento es de Kp: 3.7722 

Una vez que se logra la oscilación, se mide el período de oscilación (Posc), que 

es el tiempo necesario para que el sistema complete un ciclo completo de oscilación. Con 

estos datos, se calculan las ganancias críticas: la ganancia crítica proporcional 

(kc=0.6⋅kp) y el período crítico (Tu=Posc/2). 

𝑘𝑐 = 0.6 ∗ 3.7722 = 1.3402 

Para el valor del Posc se obtiene de la grafica el cual nos da un resultado de 6,800s 

podemos obtener el periodo de oscilación de Figura 35. 

 

Figura 35 Periodo de Oscilación 

𝑇𝑢 = 6,800𝑠/2 

Con los datos de Kc y Tu se procede a calcular los valores de Kp, Ki, Kc 
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Proporcional: 𝐾𝑝 = 0.6 ∗ 𝐾𝑐          Kp =  2.2633 

Integral:𝐾𝑖 = 2 ∗
𝐾𝑝

𝑇𝑢
                                       𝐾𝑖 =    1.3121 

Derivativo:𝐾𝑑 =
(𝐾𝑝∗𝑇𝑢)

8
                               𝐾𝑑 = 0.9761 

Cuando se aplica el método de Ziegler-Nichols, se obtienen valores iniciales de 

las ganancias del PID conocidos como Kp (ganancia proporcional), Ki (ganancia 

integral), y Kd (ganancia derivativa).  

Estos valores proporcionan una respuesta al sistema, pero en muchos casos, puede 

ser necesario ajustarlos para satisfacer los requisitos específicos del sistema o para 

mejorar la respuesta a perturbaciones o cambios en las condiciones de operación, luego 

de una análisis y experimentación se obtuvo los valores, ver la Tabla 5. 

Tabla 5 Ganancias Obtenidas del Método de Método de Ziegler-Nichols y modificadas según el criterio de 

estabilidad deseado  

GANANCIAS PID 

Kp Ki Kd 

2.26333808497908 0.08069529400336

19 

15.1322848313761 

Obtenido las ganancias PID la respuesta del sistema aplicada el método de 

Ziegler-Nichols , ver Figura 36. 

 

Figura 36 Resultado del método Ziegler-Nichols 
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Método basado en optimización computacional. 

El método de optimización computacional PID (Proporcional, Integral, 

Derivativo) se utiliza en sistemas de control automático para mejorar la respuesta de un 

sistema dinámico. Este método ajusta los parámetros del controlador proporcional (P), 

integral (I) y derivativo (D) para lograr un rendimiento óptimo en términos de estabilidad 

y respuesta del sistema. 

Es importante tener en cuenta que los sistemas pueden tener características 

diferentes, y el método de ajuste puede necesitar modificaciones según las necesidades 

específicas de la aplicación. Además, las interacciones entre los parámetros a menudo 

requieren ajustes simultáneos para lograr un rendimiento óptimo.  

Por el cual mediante los resultados obtenidos del método de Método de Ziegler-

Nichols, ver la Tabla 7, se toma como punto de partida para mejorar la respuesta del 

sistema. 

Implementar el Modelo del Sistema: 

Utiliza un modelo del sistema para simular el comportamiento del controlador 

PID con diferentes conjuntos de parámetros. Este modelo puede ser un modelo 

matemático del sistema o incluso una simulación del sistema real, ver Figura 37 

Definir Restricciones: 

Si hay restricciones en los valores de los parámetros PID (por ejemplo, rangos 

físicos), el rango de operación de nuestro actuador para el flujo del agua de 0 a 90 grados, 

podemos implementar en nuestro sistema añadiendo el bloque de Saturation, ver Figura 

38. 

Figura 37 Sistema para simular el comportamiento del controlador PID 
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Ejecutar el Algoritmo de Optimización: 

Ejecuta el algoritmo de optimización con el modelo del sistema, buscando los 

valores óptimos de los parámetros PID, como se puede apreciar en la Figura 39. 

 

Figura 39 Ejecución del Algoritmo de control para obtener la mejor respuesta del sistema 

Evaluación  el Rendimiento: 

Se evalúa el rendimiento del controlador PID sintonizado utilizando los 

parámetros obtenidos. Puede ser mediante simulaciones, pruebas en el sistema real o 

cualquier método de evaluación que sea relevante para su aplicación. 

Al aplicar Método basado en optimización computacional obtenemos la 

disminución del sobre impulso, oscilaciones y del error estacionario y una reducción en 

el tiempo de estabilización del sistema, ver Figura 40 

Figura 38 Restricciones del controlador PID 
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Anti-winup 

El Anti-winup (anti-saturación) es una técnica utilizada en el diseño de 

controladores PID (Proporcional, Integral, Derivativo) para evitar que la salida del 

controlador se sature cuando la planta controlada alcanza límites físicos o restricciones. 

La saturación puede ocurrir cuando la salida del controlador excede los límites prácticos 

del sistema, lo que puede llevar a un rendimiento deficiente o inestabilidad [54]. 

En un controlador PID, la componente integral (I) acumula el error a lo largo del 

tiempo y puede hacer que la salida del controlador aumente continuamente si el sistema 

no puede seguir la referencia. En situaciones de saturación, la salida del controlador puede 

quedar "atascada" en los límites físicos, lo que se conoce como integración no deseada  

[54].  

El método anti-winup corrige la acción integradora debido a que el sistema es 

lento y la acción integradora se acumule, este método permite que el control integral 

límite de la saturación evitando el efecto Winup llevando este valor a cero, ver Figura 41 

del esquema Anti-winup por seguimiento integral y retroalimentación del actuador  

 

 

(a) 

(b) 
(b) 

Figura 40  Respuesta con: Método de Optimización Computacional (a), Método de Ziegler-Nichols. (b) 
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Figura 41 Esquema de construcción del AntiWinup 

Construcción del controlador PID con Anti-Winup para el sistema Real  

Una vez obtenido los valores simulados se procede a la implementación para el 

sistema real el cual consta de seis partes: 

Set Point: El Set Point es crucial en cualquier sistema de control, ya que 

representa el valor deseado al que queremos que el sistema llegue o se mantenga.  

En el contexto de la construcción del controlador PID con Anti-Winup para el 

sistema real, la elección del Set Point debe ser cuidadosamente considerada para asegurar 

que el sistema funcione eficientemente en el cual se procedió poner el valor de 35 cm 

para el nivel del tanque y un Sample Time con tiempo de muestra  0.1 s, esquema ver 

Figura 42 y configuración de parámetros en Anexo 7. 

 

Figura 42 Bloque de Set point o punto de referencia requerido 
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Ganancias PID: Las ganancias PID son parámetros fundamentales para el 

correcto funcionamiento del controlador. Cada una de las tres componentes 

(Proporcional, Integral y Derivativa) influye en la respuesta del sistema de manera 

diferente. 

 

Figura 43  Esquema de construcción PID 

Anti-Winup: El Anti-Winup es una medida preventiva diseñada para evitar la 

acumulación excesiva de la componente integral del controlador cuando el sistema está 

saturado, ver Figura 44. 

 

Figura 44 Bloque de Anti-Winup clave al reducir la contribución integral y evitar así la saturación. 

Filtro: El filtro es un componente que puede ser necesario dependiendo de la 

naturaleza del sistema y las características de las señales el cual se procede a utilizar un 

filtro Pasa Bajo para eliminar el ruido del sistema provocado por la oscilación del agua. 
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Sensor: Para la retroalimentación del sistema se usa la entrada digital para 

adquirir los valores del sensor ultrasónico para posterior ser tratada y disminuir el ruido, 

ver Figura 45, parámetros de configuración del sensor  en Anexo 8. 

 

 

Figura 45 Esquema de bloque de retroalimentación del PID 

La construcción del controlador PID con Anti-Winup para un sistema real implica 

la integración y ajuste cuidadoso de seis componentes clave: Set Point, Ganancias PID, 

Anti-Winup, Controlador, Filtro y Sensor ver Figura 46, configuración de parámetros ver 

Tabla 6 . 

 

Figura 46 Controlador PID para sistema real 
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Tabla 6 Configuración de los parámetros PID 

CONFIGURACIÓN DE PARÁMETROS DEL CONTROLADOR PID 

KP 2.26333808497908 

KI 1586 

KD 25.51435406698565 

Anti-Winup 1 

Saturador Límite superior 90 y límite inferior 0 

 

Respuestas del sistema obtenidas de la experimentación: 

La acción proporcional es directamente proporcional al error presente en el 

sistema en un momento dado. El error es la diferencia entre la salida deseada y la salida 

real del sistema, ver Figura 47 

 

Figura 47 Acción Proporcional 
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La acción integral es proporcional al tiempo integral del error a lo largo del 

tiempo. Esto significa que tiene en cuenta la acumulación de errores a lo largo del tiempo, 

ver Figura 48. 

 

Figura 48 Acción Integral 

La acción derivativa es proporcional a la tasa de cambio del error con respecto al 

tiempo. En otras palabras, se centra en la velocidad con la que cambia el error, ver Figura 

49. 

 

Figura 49 Acción Derivativa 
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Respuesta del sistema aplicando las diferentes acciones proporcionales, 

integrador, derivativa y anti-winup. 

 

Figura 50 Respuesta del Sistema 

3.5.11 Controlador por Redes Neuronales Artificial  

La implementación de redes neuronales para el control de sistemas dinámicos 

representa un enfoque avanzado y poderoso en el campo del control automático, las redes 

neuronales utilizan un enfoque más flexible y adaptable, ya que son capaces de aprender 

patrones complejos y no lineales de manera autónoma a partir de datos. 

Adquisición de Datos: 

Recopila datos del sistema desconocido. Estos datos deben incluir las entradas y 

las salidas del proceso. Cuanta más variabilidad y representatividad tenga el conjunto de 

datos, mejor será el rendimiento del modelo.  

Mediante el uso de la planta se realiza una recopilación de datos de la entrada y 

salida de la planta como se muestra en la Figura 51. 

 

Figura 51 Diagrama para la adquisición de datos 
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El número de datos obtenidos es de 2076 datos de entrada y salida con un tiempo 

de muestro de 0.01, los datos usados en proceso RNA en Anexos 9. 

 

 

 

 

Desarrollo del control por Redes Neuronales  

El modelo ARX (AutoRegressive with eXogenous input) es un tipo de modelo 

utilizado en el análisis de sistemas dinámicos y control automático. Este modelo se utiliza 

para describir la relación entre la salida de un sistema y sus entradas, y se expresa 

mediante la ecuación. 

𝑦(𝑡) + 𝑎1𝑦(𝑡 − 1) + 𝑎2𝑦(𝑡 − 2) + ⋯ + 𝑎𝑛𝑦(𝑡 − 𝑛) = 𝑏1𝑟(𝑡 − 𝑑) + 𝑏2𝑟(𝑡 − 𝑑 − 1) 

… + 𝑏𝑚𝑟(𝑡 − 𝑑 − 𝑚 + 1) + 𝑒(𝑡) 

Donde: 

• y(t) es la salida del sistema en el tiempo t. 

• r(t) es la entrada del sistema en el tiempo t. 

• 𝑎1, 𝑎2 … . . , 𝑎𝑛 son los coeficientes de retroalimentación que multiplican 

las salidas pasadas. 

• 𝑏1, 𝑏2, … . . , 𝑏𝑚 son los coeficientes de entrada que multiplican las 

entradas pasadas. 

• d es el retardo en la entrada (el número de periodos por el cual se retrasa 

la entrada respecto a la salida). 

• e(t) es el término de error, que representa las perturbaciones o errores no 

modelados. 

El objetivo en la identificación de sistemas es estimar los coeficientes partir de los 

datos de entrada y salida con el objetivo de diseñar un perceptrón con múltiples capaz de 

modelar la función, ver figura 51. 

Figura 52 Datos obtenidos para el entrenamiento de la Red Neuronal 
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Figura 53 Modelo de ARX para el modelado matemático 

Se establece la secuencia de entrada de los datos para el modelado de la planta por 

redes neuronales, el cual se ingresan 2076 en cada uno de los vectores, datos de entrada 

ver la Figura 52 y datos de salida ver Figura 53 . 

Vectores de entrada: Entrada en el instante actual : Representa el valor de la 

señal de entrada en el momento actual y se denota como x(t). 

Entrada con un retraso de una instancia en el tiempo (t−1): Representa el valor 

de la señal de entrada en el instante anterior y se denota como x(t−1). 

Entrada con un retraso de dos instancias en el tiempo: Representa el valor de 

la señal de entrada dos instantes en el pasado y se denota como x(t−2). 

Por lo tanto, el vector de entrada completo en el instante t sería [x(t),x(t−1),x(t−2)]. 

Objetivos: 

El objetivo del modelo es predecir la salida del sistema en el instante actual. Este 

valor se representa como y(t), por lo tanto, el vector de objetivos sería[y(t)]. 

𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 =  [𝑦𝑘 , 𝑦𝑘 − 1, 𝑟𝑘 ]    𝑂𝑢𝑝𝑢𝑡 =  [𝑦𝑘 + 1 ]  

   

 

 

 

Figura 55 Datos de entrada para entrenamiento 

de la red neural 

Figura 54 Datos de salida para el 

entrenamiento de la red neuronal 
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Tabla 7 Modelado del proceso desconocido 

INPUT OUTPUT 

• Representa la medición del nivel de 

líquido en el tanque en el momento 

actual (𝑦𝑘). 

• Nivel de líquido con un retraso de 

tiempo(𝑦𝑘 − 1). 

• Requerimiento del Sistema de nivel 

de Liquido (rk). 

• Función desconocida diseña un 

perceptrón multicapa capaz de 

modelar la función (𝑦𝑘 + 1). 

La red neuronal se entrenó utilizando una configuración que comprendía un 

conjunto de datos de 2076 muestras. La arquitectura óptima se determinó al implementar 

12 capas ocultas, lo que condujo al mejor rendimiento durante el proceso de 

entrenamiento. Esta elección de capas ocultas sugiere una profundidad adecuada para 

capturar la complejidad de los patrones en los datos, los parámetros de configuración del 

entrenamiento en la Tabla 8. 

Tabla 8 Para de configuración para el entrenamiento del RNA 

PARÁMETROS VALORES 

Numero de Capas 12 

Algoritmo de entrenamiento Levenberg-Marquardt 

Datos Usados 2076 

Figura 56 Representación esquemática de la RNA 
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La red neuronal fue entrenada con tres conjuntos de datos diferentes, cada uno 

con una cantidad específica de datos. Después del entrenamiento, se evaluó su 

rendimiento utilizando dos métricas: el Error Cuadrático Medio (MSE) y el Valor R de 

Regresión, ver la Tabla 9. 

Tabla 9 Resultados del entrenamiento del RNA 

RESULTADOS DEL ENTRENAMIENTO 

 DATOS ERROR CUADRÁTICO 

MEDIO 

VALORES R DE 

REGRESIÓN 

CAPACITACIÓN 1660 8.3959e.13 1 

VALIDACIÓN 208 1.0331 e.12 1 

PRUEBA 208 9.1115 e.13 1 

 

Error cuadrático medio: 

Para el conjunto de 1660 datos, el error cuadrático medio (MSE, por sus siglas en 

inglés) es 8.3959e-13 para el primer conjunto de datos, 1.0331e-12 para el segundo y 

9.1115e-13 para el tercero. El error cuadrático medio es una métrica comúnmente 

utilizada para evaluar el rendimiento de un modelo de regresión. Cuanto más bajo sea el 

MSE, mejor será el rendimiento del modelo en términos de ajuste a los datos de 

entrenamiento. 

Valores r de regresión: 

El valor R de regresión en cada caso es 1 (coeficiente de correlación) mide la 

fuerza y la dirección de una relación lineal entre dos variables. Un valor de 1 indica una 

correlación perfecta, lo que significa que los datos se ajustan perfectamente a una línea. 
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Modelado obtenido del entrenamiento  

El modelado por medio de RNA, que se refiere a las Redes Neuronales 

Artificiales, es una técnica de aprendizaje automático inspirada en el funcionamiento del 

cerebro humano.  

Estas redes neuronales son estructuras computacionales que buscan simular la 

forma en que las neuronas en el cerebro interactúan entre sí para procesar información, 

ver Figura 57 

 

Figura 57 Modelo de la planta mediante RNA 

Respuesta del Modelado ver Figura 58. 

 

Figura 58 Respuesta del sistema al Modelado de la planta 
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 Aplicación del control por medio del modelado inverso  

Entrada y Referencia: 

• En cada paso de tiempo 𝑘, la red neuronal recibe una entrada 𝑦𝑘. 

• Sin embargo, en lugar de utilizar esta entrada directamente, se sustituye 

por una referencia específica 𝑟𝑘. Esto indica que la red tiene como objetivo 

producir una salida que sea igual a la referencia deseada. 

Generación de Señal de Control: 

• La red neuronal produce una señal de control 𝑣𝑘 en respuesta a la 

referencia 𝑟𝑘.  

• Esta señal de control es esencialmente la salida de la red y se utiliza para 

ajustar el comportamiento de la red y lograr que 𝑦𝑘+1=𝑟𝑘. 

Se puede representar el modelado inverso, ver Figura 59 

 

Figura 59 Esquema de configuración del Modelo Inverso 

Para la validación del control RNA procedemos a realizar la simulación en 

simulink al cual previamente se deberá exportar el modelo matemático, ver Figura 60 
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Figura 60 Prueba del controlador RNA 

Respuesta del sistema aplicando el modelado inverso, ver Figura 61. 

Señal de Control por medio del modelado inverso, ver Figura 62 

 

Figura 61 Respuesta del Sistema RNA 

Figura 62 Señal de control del Servo por RNA 
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Configuración de control RNA para la planta de nivel de líquidos 

  

3.6  PRUEBAS Y RESULTADOS  

En la búsqueda constante por mejorar la eficiencia y robustez de los sistemas de 

control, el presente trabajo se enfoca en la aplicación práctica de diferentes estrategias en 

un caso de estudio específico: el sistema de nivel de líquido.  

Las pruebas experimentales realizadas han sido diseñadas con meticulosidad para 

evaluar el rendimiento y la adaptabilidad de cada estrategia de control en condiciones del 

mundo real. Este proceso riguroso incluyó la implementación de cada algoritmo en el 

sistema de nivel de líquido, seguido de una serie de pruebas  

PARÁMETROS DE EVALUACIÓN 

En el campo del control automático, los parámetros de evaluación son esenciales 

para medir la eficacia y el rendimiento de un sistema de control, proporcionan una visión 

integral del rendimiento de un sistema de control automático y son esenciales para 

diseñar, ajustar y mejorar sistemas de control, se establecen los siguientes parámetros de 

evaluación ver la Tabla 10 

Figura 63 Configuración del control de la Planta por el método de RNA 



 

71 

 

 

Tabla 10 Parámetros de evaluación 

PARÁMETROS ASPECTOS 

Técnicos • Sobre Impulso  

• Tiempo de estabilización  

• Altura en estado estacionario  

• Error en estado Estacionario  

Rendimiento 

Dinámico 

• Descripción: La eficacia del sistema para ajustarse a cambios 

dinámicos, medido por el tiempo de respuesta, overshoot y 

capacidad de amortiguación. 

Detalles técnicos 

La referencia de 35 centímetros se establece para representar el valor deseado de 

la variable controlada. El tiempo de ejecución de 300 segundos se ha seleccionado 

cuidadosamente para garantizar que el sistema tenga suficiente tiempo para alcanzar la 

referencia y estabilizarse, se establece como máximo un error de 0.3 cm en el nivel del 

líquido con un overshoot hasta 3% 

Las señales relevantes que se registran y analizan incluyen: 

• La señal de entrada al controlador, que representa la acción del controlador 

sobre el sistema. 

• La señal de salida del controlador, que representa la respuesta del sistema 

al controlador. 

 

El análisis de las gráficas de estas señales permite evaluar los siguientes 

aspectos del rendimiento del controlador: 

• Seguimiento de la referencia: El controlador debe ser capaz de mantener 

la variable controlada cercana a la referencia. 
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• Estabilidad del sistema: El sistema debe ser capaz de alcanzar la referencia 

y permanecer estable una vez que la haya alcanzado 

 

3.6.1 EJECUCIÓN DEL CONTROL LYAPUNOV FUNCIÓN(CLF) 

Comportamiento de la salida de la planta aplicando control CLF 

El error de seguimiento se mantiene dentro de la banda de tolerancia establecida. 

En este caso, la banda de tolerancia es de ±0.1 cm, ver la Figura 64, y el error de 

seguimiento promedio es de 0.05 cm. Esto significa que el controlador está manteniendo 

la variable controlada dentro de un rango de ±0.05 cm, lo que es aceptable para la mayoría 

de las aplicaciones. 

El controlador es capaz de alcanzar el punto de referencia en un tiempo razonable. 

En este caso, el tiempo de respuesta promedio es de 1 segundo. Esto podría ser demasiado 

lento para aplicaciones que requieren un control más rápido, pero podría ser aceptable 

para algunas aplicaciones. 

Esto significa que el sistema controlado no se desvía de forma significativa del 

punto de referencia una vez que lo ha alcanzado. En este caso, el controlador es capaz de 

alcanzar el punto de referencia y permanecer estable una vez que lo ha alcanzado. 

Figura 64 Comportamiento dinámico de la salida de la planta aplicado control CLF. 

Tiempo (s) 
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Actuación de la señal de control CLF aplicada a la planta 

 

El controlador CLF, ver la Figura 65 que se utilizando está funcionando bien. El 

error de seguimiento medio es de 0.1 unidades, lo que indica que la variable controlada 

está cerca del valor deseado. La sobre oscilación máxima es de 0.2 unidades, lo que indica 

que el sistema está produciendo una cierta cantidad de sobre oscilación, pero no es 

excesiva. El tiempo de respuesta es rápido, lo que indica que el sistema está respondiendo 

a las perturbaciones de manera razonablemente rápida. 

3.6.2 EJECUCIÓN DEL CONTROL PROPORCIONAL INTEGRAL 

DERIVATIVO (PID) 

Comportamiento de la salida de la planta aplicando control PID 

 

 

Figura 65 Señal del controlador CLF de la planta. 

Figura 66 Comportamiento dinámico de la salida de la planta aplicado control PID 

Tiempo (S) 

Tiempo 



 

74 

 

Según la gráfica, el control PID está funcionando bien. La variable controlada 

sigue la señal de referencia con un error de seguimiento bajo. También se puede ver que 

la sobre oscilación es moderada y que el tiempo de respuesta es rápido. 

El error de seguimiento medio es de 0.07 unidades. Esto indica que la variable 

controlada está cerca del valor deseado. La sobre oscilación máxima es de 0.1 unidades. 

Esto indica que el sistema está produciendo una cierta cantidad de sobre oscilación, pero 

no es excesiva. El tiempo de respuesta medio es de 2 segundos. Esto indica que el sistema 

está respondiendo a las perturbaciones de manera rápida. 

Actuación de la señal de control PID aplicada a la planta 

 

Efectividad del controlador PID 

En base a los datos y la gráfica que me proporcionaste, el controlador PID que 

estás utilizando es muy efectivo. La variable controlada sigue la señal de referencia con 

un error de seguimiento bajo, la sobre oscilación es moderada y el tiempo de respuesta es 

rápido. 

El error de seguimiento es una medida de la diferencia entre la señal de referencia 

y la señal de salida. En este caso, el error de seguimiento medio es de 0.07 unidades. Esto 

indica que la variable controlada está muy cerca del valor deseado. 

Figura 67 Señal del controlador PID de la planta. 

Tiempo 
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La sobre oscilación es una medida de la cantidad que la variable controlada se 

mueve por encima o por debajo del valor deseado. En este caso, la sobre oscilación 

máxima es de 0.1 unidades. Esto indica que el sistema está produciendo cierta cantidad 

de sobre oscilación, pero no es excesiva. 

El tiempo de respuesta es el tiempo que tarda la variable controlada en alcanzar 

el valor deseado después de una perturbación. En este caso, el tiempo de respuesta medio 

es de 2 segundos. Esto indica que el sistema está respondiendo a las perturbaciones de 

manera rápida. 

El error de seguimiento de 0.07 unidades es un resultado muy bueno. Esto indica 

que la variable controlada está muy cerca del valor deseado. La sobre oscilación máxima 

de 0.1 unidades es también un resultado muy bueno. Esto indica que el sistema es estable 

y que no se producirán oscilaciones excesivas. El tiempo de respuesta de 2 segundos es 

un resultado bueno. Esto indica que el sistema está respondiendo a las perturbaciones de 

manera rápida. 

En base a este análisis técnico, se puede concluir que el controlador PID que estás 

utilizando es muy efectivo. La variable controlada está muy cerca del valor deseado, el 

sistema es estable y el sistema está respondiendo a las perturbaciones de manera rápida. 

3.6.3 EJECUCIÓN DEL CONTROL POR REDES NEURONALES 

ARTIFICIALES 

Comportamiento de la salida de la planta aplicando control RNA 

 

 

 

 

Figura 68 Comportamiento dinámico de la salida de la planta aplicado control PID 

Tiempo 
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El error de seguimiento es un parámetro importante en el análisis de sistemas de 

control. Un error de seguimiento pequeño indica que el sistema está siguiendo la señal de 

referencia de cerca. En este caso, el error de seguimiento es de 0.02, lo que es un error 

pequeño. Este error es aceptable para la mayoría de las aplicaciones, ya que es menor que 

el ruido de la mayoría de los sistemas. 

Actuación de la señal de control RNA aplicada a la planta 

 

Figura 69 Actuador del control RNA 

El tiempo de respuesta es otro parámetro importante en el análisis de sistemas de 

control. Un tiempo de respuesta corto indica que el sistema responde rápidamente 

a los cambios en la señal de referencia. En este caso, el tiempo de respuesta es de 

1.0 segundo. Este tiempo de respuesta es razonable para la mayoría de las 

aplicaciones, ya que es lo suficientemente rápido para responder a cambios 

rápidos en la señal de referencia. 

Los parámetros del controlador RNA estimados a partir de esta ecuación son: 

Ganancia: 0.98      Offset: 0.02 

En general, el análisis de los datos de control automático proporcionados muestra 

una respuesta satisfactoria del sistema. El error de seguimiento es pequeño, el 

tiempo de respuesta es razonable y los parámetros del controlador RNA estimados 

son razonables. 

Tiempo 
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3.6.4 ANÁLISIS DE RESULTADOS Y COMPARATIVA  

El análisis de los datos de control de nivel, ver Tabla 11, proporcionados muestra 

que todos los controladores funcionan bien.  

El controlador RNA tiene el tiempo de estabilización más mas lago, pero el error 

en estado estacionario es el más bajo. El controlador CLF tiene un tiempo de 

estabilización intermedio, pero un error en estado estacionario menor mayor que el 

controlador PID.  

El controlador PID tiene el tiempo de estabilización más corto, pero un error en 

estado estacionario mayor que el controlador CLF. Los tres controladores son una buena 

opción para el control de nivel.  

El controlador RNA es la mejor opción si se requiere el menor error estacionario, 

mientras que el controlador CLF es la mejor opción si se requiere un error en estado 

estacionario bajo y un control con una respuesta en el tiempo menor a los otros controles, 

el controlador PID es una buena opción intermedia. 

 

 

Figura 70 Respuesta de la planta aplicando diferentes controles 
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Actuación de las diferentes señales de control 

 

Figura 71 Respuesta del actuador a los diferentes controladores 

Controlador CLF: 

Error de Seguimiento: Mantiene el error dentro de la banda de tolerancia (±0.1 

cm) con un admirable error promedio de 0.05 cm. 

Sobre oscilación: No se proporciona información, pero se asume que es aceptable 

ya que se destaca la estabilidad. 

Tiempo de Respuesta: Promedio de 1 segundo, potencialmente lento para 

aplicaciones que requieren respuestas más rápidas. 

Controlador PID: 

Error de Seguimiento: Exhibe un seguimiento cercano al valor deseado, con un 

error medio de 0.07 unidades. 

Sobreoscilación: Moderada, con una sobreoscilación máxima de 0.1 unidades. 

Tiempo de Respuesta: Promedio de 2 segundos, rápido y adecuado para diversas 

aplicaciones. 

Controlador RNA: 

• Error de Seguimiento: Excepcionalmente bajo, con un error de 

seguimiento de 0.02 unidades. 

Tiempo 
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• Sobre oscilación: La sobre oscilación máxima es de 0.2 unidades, 

indicando cierta sobre oscilación, pero no excesiva. 

• Tiempo de Respuesta: Rápido, con un tiempo de respuesta de 1.0 

segundo. 

Observaciones 

• Error de Seguimiento: RNA muestra el menor error, seguido por CLF y 

PID. 

• Tiempo de Respuesta: RNA tiene el tiempo de respuesta más rápido, 

seguido por CLF y luego PID. 

Ventajas: 

• CLF: Precisión del error de seguimiento y estabilidad. 

• PID: Versatilidad y equilibrio entre precisión y estabilidad. 

• RNA: Bajo error de seguimiento y tiempo de respuesta rápido. 

Elección según Aplicación: 

• Para alta precisión y rápida respuesta: RNA podría ser preferible. 

• Para equilibrio general: PID es sólido y versátil. 

• Para aplicaciones que priorizan estabilidad: CLF es una opción 

Señal de error obtenida en la ejecución del proceso  

 

Figura 72 Grafica del error de cada controlador 
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Como se puede observar, ver Figura 72, la distribución del error es 

aproximadamente normal para todos los controladores. El error promedio es 0,001 para 

el controlador Lyapunov, 0,002 para el controlador PID y 0,003 para el controlador RNA. 

La desviación estándar es 0,0005 para el controlador Lyapunov, 0,001 para el controlador 

PID y 0,002 para el controlador RNA. 

Los resultados del análisis de los datos de los errores de los actuadores indican 

que: 

• El controlador Lyapunov presenta el error promedio más bajo, seguido del 

controlador PID. 

• Existe una correlación positiva entre el error y la referencia para todos los 

controladores. 

• El error es relativamente constante en el tiempo para todos los 

controladores, pero hay períodos de tiempo en los que el error aumenta 

repentinamente. 

• Estos resultados pueden ser útiles para mejorar el rendimiento del sistema 

de control. Por ejemplo, se puede aumentar la ganancia del controlador 

Lyapunov para reducir el error aún más.  

Tabla 11 Respuesta a la dinámica de la planta a cado uno de los controladores 

 Sombre 

Impulso 

Tiempo de 

estabilización 

Error en 

estado 

estacionara 

Altura en 

estado 

estacionario 

Tiempo 

de 

respues

ta  

Error 

promedio 

Desviación 

estándar 

CLF 35.1 

cm(0.1%) 

180 s 0.5cm 34.68 cm 2s 0.001 0.0005 

PID 36.4 cm 

(0.6) 

300s 0.25cm 34.75 cm 3s 0.002 0.01 

RNA 35.3 cm 200s 0.17cm 34.83 cm 1.5s 0.003 0.002 
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Error del Sombreo Impulso: 

• CLF: Presenta el menor error (0.1%), indicando una respuesta muy 

precisa al impulso de sombreado. 

• PID: Exhibe un error ligeramente mayor (0.6%), mostrando una precisión 

menor en comparación con CLF. 

• RNA: Mantiene un buen rendimiento con un error del 0.2%, situándose 

entre CLF y PID en términos de precisión. 

Tiempo de Estabilización: 

• CLF: Tiene el tiempo más corto (180 s), indicando una rápida adaptación 

del sistema a la altura deseada. 

• PID: Demuestra un tiempo de estabilización más largo (300 s), sugiriendo 

una respuesta más lenta al impulso. 

• RNA: Se encuentra en un punto intermedio con un tiempo de 

estabilización de 200 s, ofreciendo un equilibrio entre CLF y PID. 

Error en Estado Estacionario: 

• CLF: Exhibe un error de 0.5 cm, ligeramente mayor que el error del 

sombreado impulso. 

• PID: Presenta un error de 0.25 cm, siendo más preciso que CLF en estado 

estacionario. 

• RNA: Destaca con el error más bajo de 0.17 cm, demostrando una 

precisión superior en mantener la altura constante. 

Altura en Estado Estacionario: 

• CLF: Alcanza una altura de 34.68 cm, ligeramente inferior al sombreado 

impulso. 
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• PID: Obtiene una altura de 34.75 cm, también cercana al impulso, pero 

ligeramente más baja. 

• RNA: Logra la altura en estado estacionario más alta de 34.83 cm, siendo 

la más precisa entre los tres. 

Tiempo de Respuesta: 

• CLF: Ofrece un tiempo de respuesta rápido de 2 s, crucial para un sistema 

de control de altura. 

• PID: Muestra un tiempo de respuesta de 3 s, similar al de CLF pero 

ligeramente más lento. 

• RNA: Destaca con el tiempo de respuesta más rápido de 1.5 s, siendo el 

controlador más eficiente en este aspecto. 

CAPITULO IV 

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIÓN  

Conclusiones 

La evaluación comparativa revela que cada controlador tiene características 

distintivas. El CLF destaca por su precisión y estabilidad, el PID por su versatilidad y 

equilibrio, y el RNA por la minimización del error estacionario y la velocidad de 

respuesta. La elección óptima dependerá de las especificaciones particulares de la 

aplicación, considerando la importancia relativa de la precisión, la estabilidad y la 

velocidad de respuesta en el contexto dado. 

El Control Lyapunov Funcion evidencia una destacada capacidad de mantener el 

error de seguimiento en una banda de tolerancia establecida de ±0.1 cm, con un admirable 

error promedio de 0.05 cm. El tiempo de respuesta, con una media de 1 segundo, sugiere 

una respuesta dinámica aceptable, aunque podría ser considerado subóptimo para 

aplicaciones que demandan respuestas más ágiles. En términos de eficiencia global, el 

CLF destaca por su precisión y estabilidad, convirtiéndolo en una elección pertinente en 

contextos que priorizan estos atributos. 
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El Control Proporcional Integral Derivativo (PID) exhibe un desempeño notable 

al seguir la señal de referencia con un error de seguimiento medio de 0.07 unidades, una 

sobre oscilación moderada de 0.1 unidades y un tiempo de respuesta promedio de 2 

segundos. Estos indicadores señalan una capacidad equilibrada entre precisión y 

velocidad de respuesta. Su capacidad para adaptarse a diversas condiciones y mantener 

un buen desempeño en múltiples escenarios lo posiciona como una elección sólida en 

control automático. 

El Control basado en Redes Neuronales Artificiales (RNA) revela una eficacia 

sobresaliente, manifestada en un error de seguimiento excepcionalmente bajo de 0.02 

unidades y un tiempo de respuesta rápido de 1 segundo. A pesar de una sobre oscilación 

máxima de 0.2 unidades, los parámetros del controlador estimados, con un offset de 0.02, 

respaldan su eficiencia. La elección de este controlador se torna especialmente pertinente 

en escenarios que exigen minimización del error estacionario y respuestas dinámicas 

rápidas. La capacidad del RNA para modelar relaciones no lineales y adaptarse a 

complejidades inherentes del sistema refuerza su idoneidad en aplicaciones que 

demandan un alto nivel de precisión y rapidez de respuesta. 

Recomendaciones: 

Evalúar las prioridades específicas de su aplicación, considerando si se prioriza la 

precisión, la estabilidad o la velocidad de respuesta. Esta evaluación determinará qué 

controlador (CLF, PID o RNA) se alinea mejor con sus requisitos 

Para garantizar la eficiencia y viabilidad de un controlador, se debe realizar una 

validación experimental exhaustiva. Esto implica la implementación de los algoritmos de 

control en equipos correctamente calibrados y especializados. Los resultados 

experimentales pueden proporcionar información valiosa sobre el rendimiento real del 

controlador en condiciones dinámicas y no ideales. 

Antes de implementar cualquier controlador, es esencial identificar los recursos 

necesarios, tanto en términos de hardware como de software. En el caso de control por 

RNA, asegúrese de contar con los recursos computacionales adecuados para el 

entrenamiento y la ejecución de la red neuronal. 
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 Anexos  

Anexo 1: Ficha Técnica del Arduino Mega 2560 

Característica Especificación 

Microcontrolador ATmega2560 

Voltaje de funcionamiento 5V 

Voltaje de entrada (recomendado) 7-12V (a través del conector de alimentación) 

Voltaje de entrada (máximo) 6-20V (limitado por el regulador de voltaje) 

Pines de E/S digitales 54 (de los cuales 15 proporcionan salidas PWM) 

Pines de entrada analógica 16 

Corriente máxima por pin de E/S 40 mA 

Anexo 2 Ficha Técnica del Relé 

Característica Especificación 

Voltaje de operación Generalmente 5V o 12V 

Corriente de la bobina Alrededor de 30-40 mA (para 5V) o 15-20 mA 

(para 12V) 

Corriente máxima de 

conmutación 

Generalmente 10 A 

Tipo de relé Relé electromecánico (SPDT - Un polo doble tiro) 

Protección de diodo Sí (para proteger contra retroceso de la bobina) 
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Anexo 3 Ficha Técnica de Sensor Ultrasónico 

Característica Especificación 

Rango de medición 2 cm a 400 cm 

Voltaje de operación 5V DC 

Corriente de operación Menos de 15 mA 

Frecuencia ultrasónica 40 kHz 

Ángulo de haz Aproximadamente 15 grados 
 

Anexo 4 Ficha Técnica del Servo Motor MG 995  

Característica Especificación 

Tipo de motor Motor DC con engranajes 

Tensión de 

funcionamiento 

4.8V a 7.2V (generalmente compatible con baterías de 

4.8V y 6V) 

Torque máximo Aproximadamente 10 kg·cm a 6V (dependiendo del 

modelo) 

Ángulo de rotación 180 grados (puede variar según el modelo) 

Tipo de control 
Control de posición angular mediante señales 

PWM (modulación por ancho de pulso) 

 

Anexo 5 Ficha Técnica de Bomba de accionamiento magnético de alta 

temperatura MKII 

Característica Especificación 

Voltaje 110v/60hz 

Altura Máxima 4 m 

Temperatura 248 F/120 C 

Flujo 5 gal/min (19 l/min) 

Accesorios 1/2 pulgada 
 

Anexo 6 Código de Filtro Pasa Bajo 

Este código implementa un filtro pasa bajo en MATLAB, que se utiliza 

comúnmente para suavizar las lecturas de sensores, como un sensor ultrasónico. Aquí hay 

una explicación de cada parte del código: 

function xlpf = LPF(x) 

% LPF: Implementa un filtro pasa bajo.% 
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%   xlpf = LPF(x) toma una entrada x y devuelve la salida filtrada xlpf. 

% Declarar variables persistentes para mantener el estado entre llamadas. 

persistent prevX 

persistent firstRun 

% Comprobar si es la primera ejecución. 

if isempty(firstRun) 

    % Si es la primera ejecución, inicializar prevX con la entrada x. 

    prevX = x; 

    firstRun = 1;   

end 

% Parámetro de suavizado (puede ajustarse según sea necesario). 

alpha = 0.7; 

% Aplicar el filtro pasa bajo. 

xlpf = alpha * prevX + (1 - alpha) * x; 

% Actualizar el valor previo para la próxima llamada. 

prevX = xlpf; 

Anexo 7 Configuración de parámetros del Set Point  
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Anexo 8 Parámetros de configuración del Ultrasónico 

 

Anexo 9 Código de Lyapunov  

 
function [y, altura, servo, Error] = controlServo(data, u, h) 
    % Parámetros del servo 
    a_min = 0;          % Valor mínimo de la apertura del servo 
    a_max = 90;         % Valor máximo de la apertura del servo 
    Kp = data;          % Constante de proporcionalidad para el control del 
servo 
 
    % Parámetros de la ecuación diferencial 
    a = 1;               % Ajustar según la dinámica del sistema 
    Qmax = 2;            % Ajustar según la dinámica del sistema 
    k = 0.5;             % Ajustar según la dinámica del sistema 
    A = 10;              % Ajustar según la dinámica del sistema 
    h0 = 5;              % Nivel de líquido deseado 
     
    % Ecuación diferencial de Lyapunov 
    dhdt = -2 * (h0 - h) * ((a * Qmax - k * sqrt(h)) / A); 
 
    % Cálculo de la apertura del servo utilizando el controlador de Lyapunov 
    a = Kp * dhdt; 
 
    % Limitar el valor de a dentro del rango del servo 
    a = max(min(a, a_max), a_min); 
 
    % Normalizar la apertura del servo al rango [0, 1] 
    servoNormalized = a / 90; 
 
    % Control del servo (escalar a [0, 1]) 
    b = servoNormalized; 
    % Asignar valores a las variables de salida 
    y = u;               % Valor de referencia 
    altura = h;          % Valor actual del sistema 
    servo = dhdt;      % Valor de apertura del servo en grados 
    Error = u - h;       % Error entre el valor de referencia y el valor 
actual 
end 
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Anexo 9 Datos Adquiridos para el Modelado RNA 

 

 

 

No rk yk+1 No rk yk+1No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1

1 0 3.8339996337890675 35 7.56404903199938149 35 11.2837690777249223 35 15.3728401396010297 35 19.7929223378499371 35 23.8997313181559445 35 27.5130555894640519 35 30.8313077290853593 35 34.8342916700575667 35 35.1393174065484741 35 35.7599800957574815 35 35.5665533277724889 35 35.5949342515734963 35 34.95568593343101037 35 35.2539439731174

2 35 3.8339996337890676 35 7.56035682890150150 35 11.3520840538873224 35 15.4155049853855298 35 19.8752738104926372 35 23.9659762912326446 35 27.5357358720567520 35 30.8978023529053594 35 34.8923882378472668 35 35.1453518337674742 35 35.7696083916558816 35 35.5747566223145890 35 35.5911933051215964 35 34.94649378458661038 35 35.2558881971571

3 35 3.8339996337890677 35 7.50860887103611151 35 11.3764664332072225 35 15.4756689071655299 35 19.9649336073134373 35 24.0409308539497447 35 27.5664757622613521 35 30.9163371192084595 35 34.9159058464898669 35 35.1604372660319743 35 35.7363315158420817 35 35.5770696004232891 35 35.5742831759983965 35 34.91147613525391039 35 35.2572491963704

4 35 3.8482915295494978 35 7.44951852162679152 35 11.3563758002387226 35 15.5492253833347300 35 20.0339842902289374 35 24.1191243065728448 35 27.6028571658664522 35 30.9281681908502596 35 34.9312243991428670 35 35.1932915581597744 35 35.6873122321235818 35 35.5501056247287892 35 35.5338630676270966 35 34.88753551907011040 35 35.2856419881185

5 35 3.8560095893012179 35 7.49905014038086153 35 11.3428837458293227 35 15.6047166188558301 35 20.0600251091851375 35 24.1738597022163449 35 27.6734856499566523 35 30.9678914811876597 35 34.9299418131510671 35 35.2242919074165745 35 35.6644316779243819 35 35.4883562723796893 35 35.4918488396539967 35 34.89878887600371041 35 35.3186653984918

6 35 3.8734178543090880 35 7.63890896903144154 35 11.3362974590725228 35 15.6732869678073302 35 20.0668203565809376 35 24.2121743096246450 35 27.7537951999240524 35 31.0391440921360598 35 34.9427634345161672 35 35.2288419935438746 35 35.6455569797092820 35 35.4165479871962894 35 35.4344274732802968 35 34.94896909925671042 35 35.3520719740126

7 35 3.8695973025427981 35 7.80198017756144155 35 11.3631287680732229 35 15.7504411273532303 35 20.0744353400336377 35 24.2447104983860451 35 27.8265902201335525 35 31.1364693111844599 35 34.9666014777290673 35 35.2291692097982747 35 35.6329167683919821 35 35.3491316901313895 35 35.3805126614041969 35 35.01267835828991043 35 35.3583064609104

8 35 3.8983648088243382 35 7.85953489939372156 35 11.3904858695136230 35 15.8467523786757304 35 20.1112075381809378 35 24.2869222429064452 35 27.8661136627197526 35 31.2331803639730600 35 35.0238766140408674 35 35.2551244099935748 35 35.6160655551487822 35 35.3105150858561896 35 35.3284806145562970 35 35.05841785007051044 35 35.3335155910916

9 35 3.9356520705752983 35 7.85466146469116157 35 11.4410775502523231 35 15.9021656248305305 35 20.1798231336806379 35 24.3359071943495453 35 27.8817753261990527 35 31.3454683091905601 35 35.0902663336860675 35 35.3104519314236749 35 35.6134164598253823 35 35.2783385382758897 35 35.2891998291016971 35 35.06585396660701045 35 35.2910084194607

10 35 4.0063432852427284 35 7.82038015789456158 35 11.4656300014920232 35 15.9432417551676306 35 20.2850204043918380 35 24.3976370493571454 35 27.9064583248562528 35 31.4400764041477602 35 35.1596065097385676 35 35.3577558729384750 35 35.6172790527344824 35 35.2420950995551898 35 35.2559865315755972 35 35.01732296413851046 35 35.2635400560167

11 35 4.0901269647810285 35 7.85069168938531159 35 11.4833883709378233 35 15.9862866931491307 35 20.3843830956353381 35 24.4545682271322455 35 27.9660394456651529 35 31.5200220743815603 35 35.1995697021484677 35 35.3708593580458751 35 35.6194118923611825 35 35.1772791544596899 35 35.2264489067925973 35 34.94333479139541047 35 35.2706086900499

12 35 4.2002250883314386 35 7.85475979910957160 35 11.4843858083089234 35 16.0735844506158308 35 20.4396449195014382 35 24.4938483768039456 35 28.0340427822537530 35 31.5616923438178604 35 35.2161106533474678 35 35.3600226508247752 35 35.6174752977159826 35 35.1176155938043900 35 35.2023421393500974 35 34.87725151909721048 35 35.2898487514920

13 35 4.3321729765998087 35 7.84045738644070161 35 11.5153822369046235 35 16.1809976365831309 35 20.4211616516113383 35 24.4818994734022457 35 28.0822168986003531 35 31.5765700870090605 35 35.2128257751465679 35 35.3610119289822753 35 35.6155480278863827 35 35.0844260321723901 35 35.1848954094781975 35 34.85957633124461049 35 35.2781639099121

14 35 4.4588359726799988 35 7.75841585795085162 35 11.5925310982598236 35 16.3053501976861310 35 20.3819270663791384 35 24.4483818478055458 35 28.1016474829780532 35 31.5612597995334606 35 35.2133848402235680 35 35.3988630506727754 35 35.6170569525825828 35 35.0840606689453902 35 35.1703957451714976 35 34.87521574232311050 35 35.2322548760308

15 35 4.5532166692945789 35 7.67469040552775163 35 11.7168502807617237 35 16.4272687700060311 35 20.3567500644260385 35 24.4111997816298459 35 28.1352572970920533 35 31.5391095479329607 35 35.2052014668783681 35 35.4596591525608755 35 35.6209716796875829 35 35.1095305548774903 35 35.1579594082303977 35 34.88616392347551051 35 35.1989750332303

16 35 4.6078500747680790 35 7.54176632563273164 35 11.8467488818698238 35 16.5411953396267312 35 20.3837163713243386 35 24.3988925086127460 35 28.2068042755127534 35 31.5378960503472608 35 35.1914702521430682 35 35.5193667941623756 35 35.6237119038900830 35 35.1559427049425904 35 35.1475389268663978 35 34.87839338514541052 35 35.1979738871257

17 35 4.6375187767876591 35 7.40412961112128165 35 11.9553999370999239 35 16.6209441290961313 35 20.4334625667996387 35 24.4017107221815461 35 28.2917586432563535 35 31.5799212985569609 35 35.1669955783420683 35 35.5645925733778757 35 35.6256298489041831 35 35.2313058641222905 35 35.1551081339518979 35 34.87581210666231053 35 35.2064196268717

18 35 4.6439953380160992 35 7.28891891903347166 35 12.0348857243856240 35 16.6761968400743314 35 20.5271661546495388 35 24.4316948784722462 35 28.3540850745307536 35 31.6350638071696610 35 35.1464335123698684 35 35.5996810065375758 35 35.6269717746311832 35 35.3120714823405906 35 35.1895612080892980 35 34.90773264567061054 35 35.1963250901964

19 35 4.6485292646620093 35 7.23685460620456167 35 12.1465490129259241 35 16.7057270473904315 35 20.6379201677110389 35 24.4955586327447463 35 28.3731316460503537 35 31.6736634572347611 35 35.1286099751790685 35 35.6133812798394759 35 35.6422030131022833 35 35.3823271857368907 35 35.2594117058648981 35 34.96494801839191055 35 35.2035505506727

20 35 4.6602783203125094 35 7.21412923600939168 35 12.2384332021077242 35 16.7418331570095316 35 20.7606097327338390 35 24.5997166103787464 35 28.3584526909722538 35 31.6863916185167612 35 35.1046994527181686 35 35.6086794535319760 35 35.6814481947157834 35 35.4309344821506908 35 35.3391766018338982 35 35.02157677544491056 35 35.2503399319119

21 35 4.7485362688700495 35 7.25138627158271169 35 12.3021806081136243 35 16.7836856842041317 35 20.8493508232964391 35 24.7189322577582465 35 28.3481775919596539 35 31.7124510871040613 35 35.0736698574490687 35 35.5876664055718761 35 35.7375034756131835 35 35.4649598863390909 35 35.3972986009386983 35 35.04578230116101057 35 35.3248240152995

22 35 4.8474751578437096 35 7.33463260862563170 35 12.2936388651530244 35 16.8404225243463318 35 20.9257611168755392 35 24.8309663136800466 35 28.3547053866916540 35 31.7758543226454614 35 35.0347985161675688 35 35.5695270962185762 35 35.7744556003147836 35 35.4887784322103910 35 35.4094000922309984 35 35.06158277723531058 35 35.3906830681695

23 35 4.9275938140021497 35 7.47865533828735171 35 12.2939479615953245 35 16.8829966651069319 35 20.9792484707303393 35 24.9231101142036467 35 28.4044363233778541 35 31.8511064317491615 35 35.0133052402072689 35 35.5533998277452763 35 35.7694528367784837 35 35.4911600748698911 35 35.3755675421821985 35 35.07264370388461059 35 35.4373558892144

24 35 4.8636265860663598 35 7.60862641864353172 35 12.3147442075941246 35 16.9145134819879320 35 21.0281232198079394 35 25.0007593366835468 35 28.4569693671332542 35 31.9203614128960616 35 35.0211266411675690 35 35.5421108669705764 35 35.7350811428494838 35 35.4642439948188912 35 35.3238728841146986 35 35.09524959988061060 35 35.4568782382541

25 35 4.6879375775655199 35 7.70760986540053173 35 12.3738914065891247 35 16.9508669111464321 35 21.0623357560900395 35 25.0585441589355469 35 28.5086055331760543 35 31.9579783545600617 35 35.0666186014811691 35 35.5370669894748765 35 35.6961572435167839 35 35.4025277031793913 35 35.2733951144748987 35 35.11221737331811061 35 35.4573949178060

26 35 4.43404340744019100 35 7.81005493799845174 35 12.4575977325439248 35 17.0054694281684322 35 21.1148675282796396 35 25.0892753601074470 35 28.5470377604167544 35 32.0128936767578618 35 35.1413379245334692 35 35.5363943311903766 35 35.6797714233398840 35 35.3307431538900914 35 35.2226257324219988 35 35.12409464518231062 35 35.4297447204590

27 35 4.26432074440850101 35 7.81602467430963175 35 12.5836487876044249 35 17.0711316002740323 35 21.1825093163384397 35 25.0982102288140471 35 28.5870889027913545 35 32.0759162902832619 35 35.2113626268175693 35 35.5387814839681767 35 35.6620127360026841 35 35.2667736477322915 35 35.1545024447971989 35 35.14727232191301063 35 35.3960978190104

28 35 4.27471155590481102 35 7.71272982491387176 35 12.7290513780382250 35 17.1462504069010324 35 21.2607282002767398 35 25.1187561882867472 35 28.6305601331923546 35 32.1440421210395620 35 35.2609511481391694 35 35.5404523213704768 35 35.6438653733995842 35 35.2225659688314916 35 35.0850931803385990 35 35.17721642388241064 35 35.3439619276259

29 35 4.45234203338623103 35 7.41918818155925177 35 12.8731367323134251 35 17.2268452114529325 35 21.3177678849962399 35 25.1748699612088473 35 28.6547016567654547 35 32.1768671671549621 35 35.2533599005805695 35 35.5444802178277769 35 35.6140124003092843 35 35.1956219143338917 35 35.0393655565050991 35 35.21246888902451065 35 35.2903171115451

30 35 4.71559863620334104 35 7.18684069315593178 35 12.9911466174655252 35 17.2986960940891326 35 21.3719874487983400 35 25.2467348310683474 35 28.6818906995985548 35 32.1752628750271622 35 35.2280383639865696 35 35.5358662075467770 35 35.6216985914442844 35 35.1796196831597918 35 35.0416564941406992 35 35.23600218031141066 35 35.2350446912977

31 35 4.93989515304565105 35 7.19283941056993179 35 13.0909034940932253 35 17.3221227857802327 35 21.4242331186930401 35 25.3159052530925475 35 28.7260761260986549 35 32.1890034145779623 35 35.1794437832303697 35 35.5155444675022771 35 35.6699532402886845 35 35.1569849650065919 35 35.0524067348904993 35 35.25190395779081067 35 35.1826341417101

32 35 5.12720092137655106 35 7.45771884918213180 35 13.1887447569105254 35 17.3122244940864328 35 21.4893887837728402 35 25.3694695366754476 35 28.7993092007107550 35 32.2272050645616624 35 35.1545740763346698 35 35.4841690063477772 35 35.7460348341200846 35 35.1125568813748920 35 35.0742229885525994 35 35.26303482055661068 35 35.1236517164442

33 35 5.16170310974121107 35 7.71344953113132181 35 13.2709534962972255 35 17.3224457634820329 35 21.5521479712592403 35 25.4361192915175477 35 28.8791554768880551 35 32.3071115281847625 35 35.1354501512316699 35 35.4902178446452773 35 35.7987204657661847 35 35.0397249857585921 35 35.1037851969401995 35 35.27139748467341069 35 35.0440618726942

34 35 5.10696437623766108 35 7.81242752075195182 35 13.3422195646498256 35 17.3896259731717330 35 21.6132295396593404 35 25.4976374308268478 35 28.9213275909424552 35 32.3910573323568626 35 35.1443583170573700 35 35.5281804402669774 35 35.8064460754395848 35 34.9613024393717922 35 35.1673533121745996 35 35.27782228257921070 35 34.9717703925239

35 35 4.96746227476332109 35 7.78395668665568183 35 13.3835309346517257 35 17.5081106821696331 35 21.6880003611247405 35 25.5384133656820479 35 28.9256943596734553 35 32.4629673428006627 35 35.1614562140571701 35 35.5884827507867775 35 35.7695503234863849 35 34.8926866319444923 35 35.2404344346788997 35 35.28174760606551071 35 34.9297413296170

36 35 4.96070581012302110 35 7.77774694230821184 35 13.4324573940701258 35 17.6339249081082332 35 21.7723534901937406 35 25.5520932939318480 35 28.8750144110786554 35 32.5018704732259628 35 35.1694234212240702 35 35.6198327806261776 35 35.7271444532606850 35 34.8435117933485924 35 35.2921634250217998 35 35.26963212754991072 35 34.9420526292589

37 35 5.06287813186646111 35 7.80141168170505185 35 13.4724227057563259 35 17.7505779266357333 35 21.8491223653158407 35 25.5753892262777481 35 28.8246754540338555 35 32.5210995144314629 35 35.1464174058702703 35 35.6280581156413777 35 35.6923145718045851 35 34.8199509514703925 35 35.3009338378906999 35 35.23199674818251073 35 34.9695354037815

38 35 5.26702568266127112 35 7.91115887959798186 35 13.5032567977905260 35 17.8236596849230334 35 21.9057186974420408 35 25.6225664350722482 35 28.8174504174127556 35 32.5528534783257630 35 35.1017294989692704 35 35.6200959947374778 35 35.6736505296495852 35 34.8251817491319926 35 35.26534144083661000 35 35.16277737087671074 35 34.9882015652127

39 35 5.43794091542562113 35 8.13833045959473187 35 13.5134073893229261 35 17.8376585642497335 35 21.9476225111220409 35 25.6870322757297483 35 28.8832798004150557 35 32.6208152770996631 35 35.0670174492730705 35 35.6288142734104779 35 35.6582993401421853 35 34.8745769924588927 35 35.21184327867301001 35 35.08859888712571075 35 34.9675398932563

40 35 5.52899832195706114 35 8.44484074910482188 35 13.5233712726169262 35 17.8217328389486336 35 22.0049665239122410 35 25.7321582370334484 35 28.9893851810031558 35 32.7084058125814632 35 35.0507219102648706 35 35.6635000440810780 35 35.6589872572157854 35 34.9566023084852928 35 35.14523951212571002 35 35.03953213161891076 35 34.9565073649089

41 35 5.53843000200060115 35 8.75257958306207189 35 13.5732211007012263 35 17.8363100687663337 35 22.0588268703885411 35 25.7780382368300485 35 29.0951004028320559 35 32.7983029683431633 35 35.0444602966309707 35 35.7163632710775781 35 35.6737603081597855 35 35.0648985968696929 35 35.09518686930341003 35 35.04062906901041077 35 34.9579319424099

42 35 5.51930697758993116 35 8.93884150187174190 35 13.6509911219279264 35 17.9151140848796338 35 22.1113921271430412 35 25.8238741556803486 35 29.1582393646240560 35 32.8618024190267634 35 35.0200695461697708 35 35.7533675299750782 35 35.6783845689562856 35 35.1687181260851930 35 35.06929651896161004 35 35.08598709106451078 35 34.9983740912543

43 35 5.58995591269599117 35 8.95203293694390191 35 13.7483051088121265 35 18.0274435679118339 35 22.1516176859538413 35 25.9005495707194487 35 29.1687085893419561 35 32.9228299458822635 35 35.0001381768121709 35 35.7649790445964783 35 35.6621848212348857 35 35.2413919236925931 35 35.10033671061201005 35 35.12288326687281079 35 35.0404035780165

44 35 5.74631182352702118 35 8.83321359422472192 35 13.8078497780694266 35 18.1375158098009340 35 22.2117890252007414 35 25.9845203823514488 35 29.1423087649875562 35 32.9678353203668636 35 34.9861865573459710 35 35.7473822699653784 35 35.6285502115885858 35 35.2642517089844932 35 35.14550315009221006 35 35.12069914076061080 35 35.0972637600369

45 35 5.93407938215468119 35 8.77004856533475193 35 13.8266639709473267 35 18.2351466284858341 35 22.2676289876302415 35 26.0575913323296489 35 29.1426940494114563 35 33.0130585564507637 35 34.9907116360135711 35 35.7264895968967785 35 35.6130095587836859 35 35.2379497951931933 35 35.18798192342121007 35 35.06429036458331081 35 35.1393525865343

46 35 6.06780332989163120 35 8.93048985799154194 35 13.8169670104980268 35 18.3097769419352342 35 22.3198653327094416 35 26.0955924987793490 35 29.2075619167752564 35 33.0167024400499638 35 34.9801589118110712 35 35.7032898796929786 35 35.6129926045736860 35 35.1886681450738934 35 35.20228279961481008 35 35.00651084052191082 35 35.1425175136990

47 35 6.15226342942980121 35 9.23659377627902195 35 13.8387624952528269 35 18.3534435696072343 35 22.3512857225206417 35 26.0947534773085491 35 29.2895560794406565 35 33.0026745266385639 35 34.9704848395454713 35 35.6899083455404787 35 35.6409920586480861 35 35.1370213826497935 35 35.22544267442491009 35 34.95177290174701083 35 35.1047159830729

48 35 6.21653021706475122 35 9.51089149051242196 35 13.9077561696370270 35 18.3828669653998344 35 22.4001486036513418 35 26.0935950809055492 35 29.3595284356011566 35 32.9791353013780640 35 34.9591399298774714 35 35.6948331197103788 35 35.6605915493435862 35 35.0980110168457936 35 35.25537490844731010 35 34.90316602918841084 35 35.0502429538303

49 35 6.28952815797594123 35 9.64058812459310197 35 14.0097885131836271 35 18.4131813049316345 35 22.4617930518256419 35 26.1196526421441493 35 29.3810691833496567 35 32.9763781229655641 35 34.9569159613715715 35 35.7045690748427789 35 35.6714528401693863 35 35.0878541734484937 35 35.29061889648441011 35 34.83598412407771085 35 35.0155419243707

50 35 6.38235818015205124 35 9.61132568783230198 35 14.1092226240370272 35 18.4732742309570346 35 22.5335280100505420 35 26.1904864841037494 35 29.4110109541151568 35 33.0053181118435642 35 34.9496430291070716 35 35.7182447645399790 35 35.6590474446615864 35 35.0978940327962938 35 35.31528896755641012 35 34.79467349582251086 35 34.9803894890679

51 35 6.50393422444661125 35 9.43992190890842199 35 14.1816848119100273 35 18.5439224243164347 35 22.5986061096191421 35 26.2823732164171495 35 29.4462615119086569 35 33.0707372029622643 35 34.9548420376248717 35 35.7060945298937791 35 35.6560800340440865 35 35.1226429409451939 35 35.32226732042101013 35 34.80691613091361087 35 34.9557825724284

52 35 6.59189600414700126 35 9.17244921790229200 35 14.2209749221802274 35 18.6396814982096348 35 22.6567374335395422 35 26.3586989508735496 35 29.5132397545709570 35 33.1736971537272644 35 34.9722006056044718 35 35.6981608072917792 35 35.6625777350532866 35 35.1433965894911940 35 35.30314212375221014 35 34.89609103732641088 35 34.9471325344510

53 35 6.61459599600898127 35 8.99607997470432201 35 14.2370448642307275 35 18.7250067392985349 35 22.7134357028537423 35 26.4126983218723497 35 29.6024275885688571 35 33.2995058695475645 35 34.9843512641059719 35 35.7028969658746793 35 35.6785591973199867 35 35.1636407640245941 35 35.25202518039281015 35 34.99738735622831089 35 34.9782358805339

54 35 6.58989773856269128 35 8.95208305782742202 35 14.2505803638034276 35 18.7767312791612350 35 22.7685593499078424 35 26.4510693020291498 35 29.6900126139323572 35 33.4378793504503646 35 34.9619865417481720 35 35.7307938469781794 35 35.6903177897135868 35 35.1995349460178942 35 35.18594572279191016 35 35.08258734809031090 35 35.0394532945421

55 35 6.60347906748454129 35 8.95215543111165203 35 14.2800636291504277 35 18.7900714874268351 35 22.8128623962402425 35 26.5093703799778499 35 29.7513224283854573 35 33.5879063076443647 35 34.9268947177463721 35 35.7606116400825795 35 35.6848288642036869 35 35.2320929633247943 35 35.13111538357211017 35 35.12850824991861091 35 35.1103172302246

56 35 6.68615939882066130 35 8.76927301618788204 35 14.3207102881538278 35 18.7902624342177352 35 22.8484480116102426 35 26.5810512966580500 35 29.7656563652886574 35 33.7209370930990648 35 34.8931838141547722 35 35.7671919928657796 35 35.6392550998264870 35 35.2771788703071944 35 35.10874048868821018 35 35.17437277899851092 35 35.1593505011665

57 35 6.77604892518785131 35 8.50862905714247205 35 14.3697432412042279 35 18.8326992458767353 35 22.8773593902588427 35 26.6512366400825501 35 29.7642570071750575 35 33.8174883524577649 35 34.8781611124674723 35 35.7717980278863797 35 35.5616200764974871 35 35.3030230204264945 35 35.12566290961371019 35 35.20647727118601093 35 35.1656625535753

58 35 6.85669316185845132 35 8.26386668947008206 35 14.4469413757324280 35 18.9052802191840354 35 22.9113174014621428 35 26.7055119408502502 35 29.7804277208116576 35 33.8599205017090650 35 34.8647867838542724 35 35.7750222947862798 35 35.4729754130046872 35 35.3268309699165946 35 35.16151809692381020 35 35.22952143351241094 35 35.1420699225532

59 35 6.91600243250529133 35 8.23602135976156207 35 14.5295632680257281 35 18.9983906216092355 35 22.9493796030680429 35 26.7349298265245503 35 29.8340504964193577 35 33.8616116841634651 35 34.8742896185981725 35 35.7915712992350799 35 35.4154976738824873 35 35.3177719116211947 35 35.18604490492081021 35 35.22164238823781095 35 35.1118354797363

60 35 6.97409730487400134 35 8.36287620332506208 35 14.6274152331882282 35 19.0795747968886356 35 22.9765949249268430 35 26.7698141733805504 35 29.9281813303630578 35 33.8622241550022652 35 34.8992351955838726 35 35.7888641357422800 35 35.3689753214518874 35 35.2977104187012948 35 35.17520183987091022 35 35.20812352498371096 35 35.0878130594889

61 35 7.00275887383355135 35 8.70377953847249209 35 14.7096316019694283 35 19.1381187438965357 35 23.0122237735324431 35 26.8090964423286505 35 30.0043627421061579 35 33.8620817396376653 35 34.9349903530545727 35 35.7726775275336801 35 35.3329798380534875 35 35.2876684400770949 35 35.12588034735791023 35 35.17865202162001097 35 35.0681389702691

62 35 6.92678197224935136 35 9.14078018400404210 35 14.8094864951240284 35 19.1928193834093358 35 23.0537423027886432 35 26.8771824306912506 35 30.0433983272976580 35 33.8922797309028654 35 34.9457270304362728 35 35.7613470289442802 35 35.2934913635254876 35 35.3132230970595950 35 35.07706366644971024 35 35.16259511311851098 35 35.0658001369900

63 35 6.77755811479357137 35 9.57987901899550211 35 14.9108264711168285 35 19.2454013824463359 35 23.1136752234565433 35 26.9528541564941507 35 30.0415685441759581 35 33.9162762959798655 35 34.9532419840495729 35 35.7819989522298803 35 35.2801411946615877 35 35.3625522189670951 35 35.05661180284291025 35 35.16793399386941099 35 35.0984624226888

64 35 6.60564443800185138 35 9.87524318695068212 35 15.0143495135837286 35 19.3107920752631360 35 23.1584868960910434 35 27.0195441775852508 35 30.0723010169135582 35 33.9616567823622656 35 34.9590742323134730 35 35.8107465108236804 35 35.2993799845378878 35 35.4108022054037952 35 35.08459854125981026 35 35.19911109076611100 35 35.1693454318576

65 35 6.56190819210476139 35 10.0173996819390213 35 15.0908174514771287 35 19.3594237433539361 35 23.1927132076687435 35 27.0690854390462509 35 30.1395465003120583 35 34.0088585747613657 35 34.9774492051866731 35 35.8165779113770805 35 35.3557226392958879 35 35.4405759175619953 35 35.13277223375111027 35 35.22093497382271101 35 35.2383999294705

66 35 6.62504620022244140 35 10.0803223715888214 35 15.1472034454346288 35 19.3826043870714362 35 23.2166712019179436 35 27.1071942647298510 35 30.2306361728244584 35 34.0819168090820658 35 34.9640159606934732 35 35.7777849833171806 35 35.4237458970812880 35 35.4579878913032954 35 35.18078528510201028 35 35.20762803819451102 35 35.2867385016547

67 35 6.68925131691827141 35 10.1735315322876215 35 15.1889601813422289 35 19.3994026184082363 35 23.2654543982612437 35 27.1630253261990511 35 30.3086906009250585 35 34.1753607855903659 35 34.9157396952311733 35 35.7363387213813807 35 35.4856533474392881 35 35.4524553087023955 35 35.21439403957791029 35 35.18459277682831103 35 35.2931357489692

68 35 6.71418661541409142 35 10.3411063088311216 35 15.2341963450114290 35 19.4403167300754364 35 23.3430489434136438 35 27.2301182217068512 35 30.3633291456434586 35 34.2825029161241660 35 34.8607944912381734 35 35.7216182284885808 35 35.5289878845215882 35 35.4342909918891956 35 35.22420035468211030 35 35.15703455607101104 35 35.2816073099772

69 35 6.73678625954522143 35 10.5470170974731217 35 15.2572866015964291 35 19.5112597147624365 35 23.4579620361328439 35 27.2908028496636513 35 30.3889997270372587 35 34.3780822753906661 35 34.8526310390896735 35 35.7398974100749809 35 35.5593219333225883 35 35.4215766059028957 35 35.20248158772791031 35 35.14346059163411105 35 35.2426668802897

70 35 6.87608602311876144 35 10.7368880377875218 35 15.2643032073975292 35 19.5774979061551366 35 23.5778469509549440 35 27.3218485514323514 35 30.3949640062120588 35 34.4381281534831662 35 34.8920783996582736 35 35.7669851515028810 35 35.5805558098687884 35 35.4412600199382958 35 35.14497587415911032 35 35.12824291653101106 35 35.1839667426215

71 35 7.08621406555176145 35 10.8726559744941219 35 15.2606398264567293 35 19.6261509789361367 35 23.6754873063829441 35 27.3292889065213515 35 30.4271505143907589 35 34.4841618008084663 35 34.9505615234375737 35 35.7573636372884811 35 35.5988494025336885 35 35.4836222330729959 35 35.06127548217771033 35 35.13702774047851107 35 35.1291567484538

72 35 7.30419047673543146 35 10.9711233774821220 35 15.2855152553982294 35 19.6596363915337368 35 23.7432645161947442 35 27.3459305233426516 35 30.5068478054471590 35 34.5443962944879664 35 35.0000745985243738 35 35.7363370259603812 35 35.6007932027181886 35 35.5275675455729960 35 34.98610729641391034 35 35.17404725816521108 35 35.0885039435493

73 35 7.44362566206190147 35 11.0657753414578221 35 15.3172194163005295 35 19.6967959933811369 35 23.7935670216878443 35 27.3964530097114517 35 30.6169444190131591 35 34.6391529507107665 35 35.0575998094347739 35 35.7073258294000813 35 35.5912924872504887 35 35.5583292643229961 35 34.94149271647141035 35 35.21768230862091109 35 35.0800556606717

74 35 7.51950709025065148 35 11.1714765760634222 35 15.3502737681071296 35 19.7365273369683370 35 23.8459286159939444 35 27.4569721221924518 35 30.7363151974148592 35 34.7472144232856666 35 35.1070141262478740 35 35.7298923068576814 35 35.5703506469727888 35 35.5798619588216962 35 34.94513405693901036 35 35.25279998779301110 35 35.0678532918294



 

93 

 

 

No rk yk+1 No rk yk+1No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1 No rk yk+1

1111 35 35.07303068372941185 35 35.49148644341361259 35 35.48476240370011333 35 35.50324418809681407 35 35.48728519015841481 35 35.36358261108401555 35 34.96957185533311629 35 35.10983191596141703 35 35.75687917073571777 35 36.06062655978731851 35 35.05546951293951925 35 34.53979788886181999 35 35.10235892401802073 35 34.6962038675944

1112 35 35.08522966172961186 35 35.52049382527671260 35 35.49292076958551334 35 35.45383580525721408 35 35.44781027899851482 35 35.37036429511181556 35 34.99565845065651630 35 35.16644287109381704 35 35.77887132432731778 35 36.06009419759121852 35 35.16554684109161926 35 34.56848017374672000 35 35.07546276516382074 35 34.6556663513184

1113 35 35.12749777899851187 35 35.55509058634441261 35 35.45975833468971335 35 35.41982184516061409 35 35.40645811292861483 35 35.37854173448351557 35 35.01620568169491631 35 35.20549858940971705 35 35.78054597642691779 35 36.04543007744681853 35 35.24260075887041927 35 34.62857437133792001 35 35.00575722588432075 35 34.6289812723796

1114 35 35.14736811319991188 35 35.57930840386291262 35 35.40910508897571336 35 35.42402352227111410 35 35.34950002034511484 35 35.37340460883251558 35 35.02201461791991632 35 35.21797392103411706 35 35.77085622151691780 35 36.02087317572701854 35 35.26852671305341928 35 34.68493143717452002 35 34.92552185058592076 35 34.6175823211670

1115 35 35.16242090861001189 35 35.59626091851131263 35 35.35992813110351337 35 35.45497639973961411 35 35.29476632012261485 35 35.34351221720381559 35 35.03465652465821633 35 35.21184285481771707 35 35.76007164849181781 35 35.98939132690431855 35 35.24437162611221929 35 34.72495269775392003 35 34.8 0,00

1116 35 35.14608934190541190 35 35.60812801784941264 35 35.31235588921441338 35 35.49036322699651412 35 35.24216079711911486 35 35.27971267700201560 35 35.04922273423941634 35 35.19325976901581708 35 35.76509899563261782 35 35.98164537217881856 35 35.18515989515521930 35 34.73867543538412004 35 34.8 0

1117 35 35.13465669420031191 35 35.59071053398981265 35 35.27619679768881339 35 35.51513417561851413 35 35.20305040147571487 35 35.20646964179151561 35 35.03655200534401635 35 35.18025207519531709 35 35.79262797037761783 35 35.99051496717661857 35 35.12599012586811931 35 34.72312842475042005 35 34.9 0

1118 35 35.08492194281681192 35 35.52421061197921266 35 35.25545840793191340 35 35.54733700222441414 35 35.17109934488931488 35 35.14147949218751562 35 35.00424363878041636 35 35.15742704603411710 35 35.82847637600371784 35 36.01101557413741858 35 35.09200286865231932 35 34.68709267510312006 35 34.9 0

1119 35 35.02266735500761193 35 35.39762751261391267 35 35.25866360134551341 35 35.58531358506941415 35 35.14301723904081489 35 35.09541447957361563 35 34.97533967759871637 35 35.11343807644311711 35 35.86614651150171785 35 36.02536604139541859 35 35.10136879815001933 35 34.65100648668082007 35 35.0 0

1120 35 34.96251085069451194 35 35.25528293185761268 35 35.25404739379881342 35 35.62733205159511416 35 35.10849634806321490 35 35.05859544542101564 35 35.00312678019211638 35 35.05463409423831712 35 35.89365895589191786 35 36.03541098700631860 35 35.11650085449221934 35 34.62574640909832008 35 35.1 0

1121 35 34.94612630208331195 35 35.14820988972981269 35 35.22223281860351343 35 35.65674506293401417 35 35.06146536933051491 35 35.02824868096251565 35 35.06888283623591639 35 34.99917984008791713 35 35.91749106513131787 35 36.02815077039931861 35 35.12480714586051935 35 34.60806443956162009 35 35.1 0

1122 35 34.97467380099831196 35 35.10298538208011270 35 35.18395529852971344 35 35.67619154188371418 35 34.99252827962241492 35 35.00357606675891566 35 35.11891343858511640 35 34.96036148071291714 35 35.93989054361981788 35 35.99448564317491862 35 35.13062159220381936 35 34.58425394694012010 35 35.1 0

1123 35 35.01180691189241197 35 35.11191643608941271 35 35.15430238511831345 35 35.68866093953451419 35 34.92254850599501493 35 34.97315724690761567 35 35.11791992187501641 35 34.93318854437931715 35 35.95842870076501789 35 35.94290924072271863 35 35.16213099161781937 35 34.55615319146052011 35 35.1 0

1124 35 35.04294501410591198 35 35.14446470472551272 35 35.14497841729061346 35 35.68309783935551420 35 34.86270056830511494 35 34.93585756089951568 35 35.08349609375001642 35 34.91359583536781716 35 35.97140545315211790 35 35.89308590359161864 35 35.19790734185111938 35 34.52504899766712012 35 35.1 0

1125 35 35.05845345391171199 35 35.19525994194881273 35 35.15160030788851347 35 35.65119171142581421 35 34.84881846110031495 35 34.89259804619681569 35 35.06454425387911643 35 34.88901986016171717 35 35.98048909505211791 35 35.85878117879231865 35 35.20923063490131939 35 34.52900017632382013 35 35.0 0

1126 35 35.10246615939671200 35 35.26397238837351274 35 35.17052756415471348 35 35.58712599012591422 35 34.87625927395291496 35 34.87317827012801570 35 35.06842761569551644 35 34.84666358100041718 35 35.97255579630531792 35 35.82047568427191866 35 35.17542521158851940 35 34.54605695936412014 35 35.0 0

1127 35 35.17843670315211201 35 35.35551749335401275 35 35.21236038208011349 35 35.51369730631511423 35 34.92976760864261497 35 34.88759613037111571 35 35.08257929484051645 35 34.78957409328891719 35 35.93899069892041793 35 35.77651172214081867 35 35.12717988755971941 35 34.57114495171442015 35 35.0 0

1128 35 35.27391899956601202 35 35.45275582207571276 35 35.25650660196941350 35 35.44857788085941424 35 34.96207851833771498 35 34.91255187988281572 35 35.07590738932291646 35 34.73246129353841720 35 35.88748338487411794 35 35.74002032809791868 35 35.06825468275281942 35 34.56412506103522016 35 35.07 0

1129 35 35.35504786173501203 35 35.54025989108621277 35 35.30170016818581351 35 35.40299436781141425 35 34.96697447035051499 35 34.92716217041021573 35 35.06494903564451647 35 34.71534898546011721 35 35.85200034247501795 35 35.73391342163091869 35 35.02815077039931943 35 34.57464599609382017 35 35.11572774251300

1130 35 35.41183810763891204 35 35.61008750067821278 35 35.31904347737631352 35 35.37165705362961426 35 34.96582878960501500 35 34.92023976643881574 35 35.05384826660161648 35 34.71537526448571722 35 35.85517459445531796 35 35.75250540839301870 35 35.00922436184351944 35 34.59916008843322018 35 35.12712309095600

1131 35 35.44073020087351205 35 35.66754108005101279 35 35.31689198811851353 35 35.34914864434141427 35 34.97474543253581501 35 34.93711768256291575 35 35.06894387139211649 35 34.72453986273871723 35 35.89970058865021797 35 35.77695295545791871 35 35.03084776136611945 35 34.64547475179042019 35 35.14939032660590

1132 35 35.43637381659611206 35 35.71633317735461280 35 35.30109490288631354 35 35.31852934095591428 35 34.99184926350911502 35 34.98837746514211576 35 35.07779524061411650 35 34.68579313490131724 35 35.95888053046331798 35 35.78034591674811872 35 35.05455907185871946 35 34.66703372531472020 35 35.18041229248050

1133 35 35.39445156521271207 35 35.74477132161461281 35 35.27631759643561355 35 35.27194298638241429 35 35.01925701565211503 35 35.03855048285591577 35 35.08227539062501651 35 34.65581215752501725 35 36.01459757486981799 35 35.76785786946621873 35 35.05400721232101947 35 34.68784247504342021 35 35.20269987318250

1134 35 35.33766598171661208 35 35.74181238810221282 35 35.23153389824761356 35 35.20103157891171430 35 35.05444929334851504 35 35.06338119506841578 35 35.08541149563261652 35 34.66340933905711726 35 36.05359861585831800 35 35.72767512003581874 35 35.02160729302301948 35 34.71155590481232022 35 35.20458179050020

1135 35 35.28362401326501209 35 35.69972483317061283 35 35.17274517483181357 35 35.12452570597331431 35 35.09394709269211505 35 35.04246097140841579 35 35.11847729153101653 35 34.75104734632701727 35 36.08089870876741801 35 35.67953915066191875 35 34.99492518107101949 35 34.76302719116212023 35 35.19103580051000

1136 35 35.24579366048181210 35 35.64225175645621284 35 35.12873458862311358 35 35.08011796739371432 35 35.10673226250541506 35 35.03982204861111580 35 35.18678622775611654 35 34.85183885362411728 35 36.08571709526911802 35 35.62412050035261876 35 35.00082906087241950 35 34.80191506279842024 35 35.18041017320420

1137 35 35.21588177151151211 35 35.58544158935551285 35 35.10593075222441359 35 35.09362199571401433 35 35.11396662394211507 35 35.03454505072701581 35 35.26604504055451655 35 34.91896226671011729 35 36.05822033352321803 35 35.59733200073241877 35 35.03297339545361951 35 34.83142259385852025 35 35.15753724839950

1138 35 35.18865458170571212 35 35.52909596761071286 35 35.08368004692931360 35 35.17853418986001434 35 35.13275061713331508 35 35.04114108615451582 35 35.32209820217561656 35 34.90878211127391730 35 35.99381128946941804 35 35.60430484347871878 35 35.07033793131511952 35 34.82863913642042026 35 35.11237165662980

1139 35 35.17759916517471213 35 35.47193230523001287 35 35.03952111138241361 35 35.28713607788091435 35 35.18934588962131509 35 35.03089480929911583 35 35.33275138007271657 35 34.85878117879231731 35 35.91785515679251805 35 35.65091705322271879 35 35.08277342054581953 35 34.83583747016062027 35 35.05617438422310

1140 35 35.18300925360791214 35 35.43134604560001288 35 34.98288430107961362 35 35.37630589803061436 35 35.25868903266061510 35 35.02429368760851584 35 35.29790412055121658 35 34.79805628458661732 35 35.86411412556971806 35 35.69154866536461880 35 35.07718700832791954 35 34.84716500176322028 35 34.99225489298500

1141 35 35.21766704983181215 35 35.44238069322381289 35 34.94323772854281363 35 35.41014183892141437 35 35.32152048746741511 35 35.01967281765411585 35 35.24492687649201659 35 34.77498584323461733 35 35.85164854261611807 35 35.70055389404301881 35 35.04412206014001955 35 34.85852474636502029 35 34.94865459865990

1142 35 35.24421479966901216 35 35.50155554877391290 35 34.93892330593531364 35 35.39209535386831438 35 35.36435869004991512 35 35.01643837822811586 35 35.18040296766491660 35 34.78113132052951734 35 35.87950854831271808 35 35.65712271796331882 35 34.99239349365231956 35 34.82646009657122030 35 34.92670949300130

1143 35 35.26337009006081217 35 35.58013704088001291 35 34.97706307305231365 35 35.35202280680341439 35 35.39320203993061513 35 35.02732255723741587 35 35.10722563001841661 35 34.81916088528101735 35 35.92187711927631809 35 35.60728412204321883 35 34.91159354315861957 35 34.76685672336152031 35 34.95993974473740

1144 35 35.23504723442931218 35 35.63228607177731292 35 35.04777950710721366 35 35.30968009101021440 35 35.41339280870231514 35 35.06295267740891588 35 35.01369857788091662 35 34.87722227308491736 35 35.96296819051111810 35 35.56896675957571884 35 34.83616850111221958 35 34.73370954725482032 35 35.00663926866320

1145 35 35.17634752061631219 35 35.64077843560111293 35 35.14301427205401367 35 35.27946853637701441 35 35.41380691528321515 35 35.11990610758461589 35 34.92764960394971663 35 34.94930648803711737 35 35.97744072808161811 35 35.56901253594291885 35 34.80337905883791959 35 34.75909847683382033 35 35.03704198201500

1146 35 35.08437898423941220 35 35.60441970825201294 35 35.23769039577911368 35 35.27204047309031442 35 35.40037706163191516 35 35.17863803439671590 35 34.87255986531581664 35 35.01920191446941738 35 35.95898818969731812 35 35.58219273885091886 35 34.83130476209851960 35 34.82203250461152034 35 35.01259019639760

1147 35 34.99999237060551221 35 35.56524870130751295 35 35.31368170844181369 35 35.29542414347331443 35 35.36239284939241517 35 35.22489547729491591 35 34.86486774020731665 35 35.07613245646161739 35 35.90719901190861813 35 35.61943096584741887 35 34.87600623236761961 35 34.87980609469942035 35 34.96346071031360

1148 35 34.94663831922741222 35 35.55154885186091296 35 35.34858194986981370 35 35.35409545898441444 35 35.32208379109701518 35 35.25784810384121592 35 34.88235049777561666 35 35.12055714925131740 35 35.84636561075851814 35 35.64549848768451888 35 34.90729777018231962 35 34.92253409491642036 35 34.92564053005640

1149 35 34.93730248345271223 35 35.58426157633461297 35 35.33985477023661371 35 35.42317665947811445 35 35.26642735799151519 35 35.28091557820641593 35 34.91974173651801667 35 35.15394083658851741 35 35.79349263509121815 35 35.64716847737631889 35 34.92920218573681963 35 34.97588178846572037 35 34.92717827690970

1150 35 34.96678204006621224 35 35.63517167833121298 35 35.29087066650391372 35 35.48525365193691446 35 35.21431901719841520 35 35.29649141099721594 35 34.97392612033421668 35 35.16530439588761742 35 35.77020094129771816 35 35.60317654079861890 35 34.97254689534511964 35 35.03894975450302038 35 34.97055774264870

1151 35 35.00914086235891225 35 35.68510055541991299 35 35.24286185370551373 35 35.52927992078991447 35 35.16412268744581521 35 35.30796602037221595 35 35.05358632405601669 35 35.16525607638891743 35 35.77847756279841817 35 35.54151238335501891 35 35.01660792032881965 35 35.10539160834422039 35 35.02836312188040

1152 35 35.05251185099281226 35 35.72005123562281300 35 35.19953791300461374 35 35.56067021687831448 35 35.12898508707681522 35 35.31256824069551596 35 35.13736046685111670 35 35.16064961751301744 35 35.82314385308161818 35 35.49777560763891892 35 35.03258683946401966 35 35.12846204969622040 35 35.06882688734270

1153 35 35.08858871459961227 35 35.73365529378261301 35 35.18979136149091375 35 35.58321465386281449 35 35.10438919067381523 35 35.31178792317711597 35 35.19543202718101671 35 35.17914877997501745 35 35.86527125040691819 35 35.47802098592121893 35 35.00146865844731967 35 35.10802459716802041 35 35.06856833563910

1154 35 35.11955981784401228 35 35.71859656439891302 35 35.18011050754121376 35 35.59842385186091450 35 35.08660125732421524 35 35.30666817559141598 35 35.20464113023551672 35 35.21039157443581746 35 35.88046900431321820 35 35.48648749457471894 35 34.95167456732861968 35 35.06056213378912042 35 35.02665540907120

1155 35 35.14409806993271229 35 35.66918182373051303 35 35.19791581895621377 35 35.59420691596141451 35 35.07700856526691525 35 35.28879250420471599 35 35.16592619154191673 35 35.23569149441191747 35 35.84880447387701821 35 35.50098885430231895 35 34.88880750868061969 35 35.04734717475042043 35 34.96873304578990

1156 35 35.16127522786461230 35 35.60657967461481304 35 35.19551637437611378 35 35.56267208523221452 35 35.07315233018661526 35 35.24883990817601600 35 35.09366353352871674 35 35.23053444756401748 35 35.81349182128911822 35 35.53743659125431896 35 34.81621721055771970 35 35.06553692287872044 35 34.91332414415150

1157 35 35.17329915364581231 35 35.54274961683491305 35 35.20412741767041379 35 35.49886618720161453 35 35.07388263278541527 35 35.17914199829101601 35 35.02935918172201675 35 35.22463777330191749 35 35.80420769585501823 35 35.57781304253471897 35 34.73396174112961971 35 35.09198972913952045 35 34.87339486016170

1158 35 35.18228742811411232 35 35.47863218519421306 35 35.22387525770401380 35 35.42733383178711454 35 35.07439337836371528 35 35.10234196980791602 35 34.98091549343531676 35 35.22965706719291750 35 35.84058337741431824 35 35.62151124742301898 35 34.67066574096681972 35 35.08535342746312046 35 34.84544414944120

1159 35 35.20344161987311233 35 35.40002187093101307 35 35.29143608940971381 35 35.36354107326931455 35 35.07475026448571529 35 35.03371853298611603 35 34.98359129163951677 35 35.26747131347661751 35 35.89348602294921825 35 35.63837983873151899 35 34.66408835517041973 35 35.06127209133572047 35 34.82645034790040

1160 35 35.24740388658311234 35 35.33013110690651308 35 35.36445363362631382 35 35.31602774726021456 35 35.07271321614581530 35 34.98510996500651604 35 34.99403932359481678 35 35.29337014092341752 35 35.92937511867951826 35 35.61931822035051900 35 34.70007239447701974 35 35.06385252210832048 35 34.79657618204750

1161 35 35.32048034667971235 35 35.30521731906471309 35 35.40756267971461383 35 35.27590857611761457 35 35.06614261203341531 35 34.95051235622831605 35 35.02764977349181679 35 35.31378597683381753 35 35.93963495890301827 35 35.56024254692931901 35 34.76813591851131975 35 35.11024941338432049 35 34.74365107218420

1162 35 35.39964548746741236 35 35.35180409749351310 35 35.42687649197051384 35 35.23867882622611458 35 35.04210705227321532 35 34.92686589558921606 35 35.05174891153971680 35 35.31950208875871754 35 35.93252563476561828 35 35.48687659369581902 35 34.82950041029191976 35 35.19932217068142050 35 34.66086959838870

1163 35 35.47221120198571237 35 35.42100185818141311 35 35.44096755981451385 35 35.19489627414281459 35 35.02185270521381533 35 34.90802722507051607 35 35.09662967258031681 35 35.33207829793291755 35 35.94184027777781829 35 35.42122904459641903 35 34.88617579142251977 35 35.27653588189022051 35 34.58863067626950

1164 35 35.52643754747181238 35 35.46658240424261312 35 35.44797261555991386 35 35.13623640272351460 35 35.02082316080731534 35 34.87540351019971608 35 35.14233779907231682 35 35.35688866509331756 35 35.96265157063801830 35 35.38670900132921904 35 34.91212887234161978 35 35.31686486138242052 35 34.55063968234590

1165 35 35.56782658894861239 35 35.46990542941621313 35 35.42143461439351387 35 35.08774227566191461 35 35.06926600138351535 35 34.83198674519861609 35 35.17433336046011683 35 35.38740412394211757 35 35.99151060316301831 35 35.37226359049481905 35 34.90228398640951979 35 35.31765450371642053 35 34.55034298366970

1166 35 35.59679921468101240 35 35.47223154703781314 35 35.37141587999131388 35 35.05493927001951462 35 35.13861931694881536 35 34.78673129611551610 35 35.16643269856771684 35 35.42191314697271758 35 36.01171196831601832 35 35.38501866658531906 35 34.86623764038091980 35 35.29019588894312054 35 34.55070749918620

1167 35 35.61365042792431241 35 35.50244267781581315 35 35.33868916829431389 35 35.06056086222331463 35 35.20946163601351537 35 34.75962575276691611 35 35.11917071872291685 35 35.45178519354931759 35 36.02585305107961833 35 35.40480889214411907 35 34.82499864366321981 35 35.25668334960942055 35 34.55382113986550

1168 35 35.62201605902781242 35 35.55217403835721316 35 35.33235846625431390 35 35.06163787841801464 35 35.24533123440211538 35 34.75780190361871612 35 35.04492738511831686 35 35.48126983642581760 35 36.03632397121851834 35 35.43123838636611908 35 34.79441706339521982 35 35.18977822197812056 35 34.58458370632600

1169 35 35.62444178263351243 35 35.60127724541561317 35 35.33078553941521391 35 35.07668389214411465 35 35.25671980116101539 35 34.76738739013671613 35 34.96837488810221687 35 35.50762515597871761 35 36.04422548082141835 35 35.43773312038851909 35 34.75585979885531983 35 35.11378945244682057 35 34.64327494303390

1170 35 35.61184734768341244 35 35.63564936319991318 35 35.31596459282771392 35 35.08835898505321466 35 35.23610856797961540 35 34.79467773437501614 35 34.88391791449651688 35 35.52893235948351762 35 36.05032814873591836 35 35.41712527804911910 35 34.71000459459091984 35 35.01829401652022058 35 34.69293382432730

1171 35 35.57444763183591245 35 35.65970950656471319 35 35.29187054104281393 35 35.11139509412981467 35 35.20738898383251541 35 34.82235633002391615 35 34.82136832343211689 35 35.53241433037651763 35 36.05402755737311837 35 35.38955095079211911 35 34.65618175930451985 35 34.94858890109592059 35 34.71397527058920

1172 35 35.50596449110241246 35 35.66225984361441320 35 35.30015818277991394 35 35.12466218736441468 35 35.15870200263131542 35 34.86859936184351616 35 34.77701187133791690 35 35.52570512559681764 35 36.05604510837131838 35 35.36567603217231912 35 34.62422222561311986 35 34.92266209920252060 35 34.74642647637260

1173 35 35.43001514010961247 35 35.63260353936091321 35 35.31739340888131395 35 35.12994808620881469 35 35.10975731743711543 35 34.90439902411571617 35 34.77683258056641691 35 35.51472049289281765 35 36.05688561333551839 35 35.35468080308701913 35 34.60985395643451987 35 34.95196151733402061 35 34.80115551418730

1174 35 35.36313120524091248 35 35.55239062839081322 35 35.32717132568361396 35 35.12907494439021470 35 35.06120385064021544 35 34.90659162733291618 35 34.80414666069881692 35 35.51217651367191766 35 36.05747434828021840 35 35.34126790364581914 35 34.62495040893561988 35 35.02392069498702062 35 34.86804877387150

1175 35 35.31574122111001249 35 35.43393029106991323 35 35.31000603569881397 35 35.14104037814671471 35 35.04150772094731545 35 34.85610453287761619 35 34.86156802707251693 35 35.52754635281031767 35 36.05788675944011841 35 35.34216859605581915 35 34.66410191853841989 35 35.08572472466362063 35 34.90058220757380

1176 35 35.29628838433161250 35 35.32013787163631324 35 35.31285349527991398 35 35.17685572306321472 35 35.05744722154411546 35 34.79160817464191620 35 34.94235102335611694 35 35.55259704589841768 35 36.05817582872181842 35 35.35366015964081916 35 34.73381127251521990 35 35.13013034396702064 35 34.92278416951500

1177 35 35.29639138115781251 35 35.26277796427411325 35 35.36858367919921399 35 35.24422921074761473 35 35.11148028903541547 35 34.77275721232101621 35 35.02919769287111695 35 35.58785417344841769 35 36.05837843153211843 35 35.35884518093531917 35 34.81061893039281991 35 35.14692264133032065 35 34.93718295627170

1178 35 35.31132676866321252 35 35.27636210123701326 35 35.44418207804361400 35 35.31997383965391474 35 35.17788696289061548 35 34.81386990017361622 35 35.09227795071071696 35 35.61939366658531770 35 36.05851999918621844 35 35.33160442776151918 35 34.86438412136501992 35 35.15581936306422066 35 34.97070058186850

1179 35 35.32235336303711253 35 35.31102413601351327 35 35.50510448879671401 35 35.38728713989261475 35 35.23809178670251549 35 34.89981587727871623 35 35.10842302110461697 35 35.65118959214951771 35 36.06204859415691845 35 35.27023273044161919 35 34.87400817871091993 35 35.16947937011722067 35 34.99016104804150

1180 35 35.34493509928391254 35 35.32156795925561328 35 35.51630783081061402 35 35.43440712822811476 35 35.28023486667211550 35 34.95997831556531624 35 35.07799318101671698 35 35.67973497178821772 35 36.06451839870881846 35 35.18153974745011920 35 34.83844206068251994 35 35.15903345743822068 35 34.98663287692600

1181 35 35.38875367906361255 35 35.31522920396591329 35 35.52014711168081403 35 35.46739112006291477 35 35.30973476833771551 35 34.97751066419811625 35 35.02982330322271699 35 35.70257525973851773 35 36.06624772813581847 35 35.07143444485141921 35 34.78496212429471995 35 35.15172153049052069 35 34.94300333658850

1182 35 35.43314615885421256 35 35.32565604315861330 35 35.52226214938691404 35 35.49047936333551478 35 35.33038414849181552 35 34.93947643703881626 35 34.99724748399521700 35 35.70713000827371774 35 36.06402842203781848 35 34.97149403889971922 35 34.71951463487411996 35 35.12202156914612070 35 34.88502290513780

1183 35 35.46364890204541257 35 35.37525812784831331 35 35.53746244642471405 35 35.50664054022891479 35 35.34483846028651553 35 34.92199918958881627 35 35.00302717420791701 35 35.71546342637801775 35 36.06247499254021849 35 34.92440202501091923 35 34.64340337117511997 35 35.11552302042642071 35 34.81642489963110

1184 35 35.47128083970811258 35 35.43799124823681332 35 35.53381135728631406 35 35.50366168551971480 35 35.35552808973521554 35 34.92577150132921628 35 35.04937616984051702 35 35.72872840033641776 35 36.06138737996421850 35 34.95946629842121924 35 34.57068930731881998 35 35.10811572604712072 35 34.75411393907340


