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Calculo Integral

Presentacion

Los afios de experiencia como docente de matematicas, me han llevado al
reconocimiento de las diferentes dificultades que presenta el alumnado a la
hora de comprender y aplicar las técnicas de integracién en un curso de
calculo integral. Es por ello, que decidi volcar toda mi experiencia en un texto
que fuera de ayuda para tales fines.

Esta obra de titulo “Técnicas de Integracién, 500 ejercicios resueltos de
integral indefinida” esta dirigida a todo estudiante de ingenieria o ciencias
exactas, asi como para profesionales de dmbito no ingenieriles que presenten
problemas ante la comprension en la resolucion de integrales indefinidas. Los
lectores deben tener conocimientos en matematicas basicas tales como,
algebra, geometria, trigonometria, derivacion, para la correcta comprension
del desarrollo del fundamento tedrico de cada técnica de integracion y asi
poder evaluar la aplicacién favorable a cada problema planteado.

EL texto se divide en 6 capitulos que abordan las cinco técnicas de integracion
fundamentales y los principios bdsicos a partir de los que fueron
desarrolladas. Capitulo a capitulo se presenta el desarrollo tedrico de la
técnica de integracidén y su aplicacion mediante 500 ejercicios diferentes,
resueltos paso a paso, a tal fin de abordar las diversas circunstancias que
puedan darse al resolver una integral indefinida concreta.

Cabe destacar que en cada capitulo se proponen ejercicios para que el lector
pueda resolverlos, con su respectiva respuesta, los mismos que simultanean
las cinco técnicas de integracion expuestas en los capitulos anteriores.

El Autor
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Calculo Integral

INTRODUCCION

Es importante determinar el concepto y propiedades de la integral
indefinida ya que permite realizar el proceso de integracion de
una forma especifica.

Este libro detalla los pasos a seguir para resolver ejercicios de
integral indefinida por cualquiera de las técnicas de integracion.

Las técnicas de integracion utilizan muchas veces teoremas
basicos de las matematicas, como una operacion de suma, resta,
division, raiz, potencia, factorizacion, trigonometria, etc., y la
forma estratégica de como emplearla para la soluciéon de un
ejercicio de integrales.

Cabe destacar la importancia de estas técnicas, ya que las mismas
sirven en el proceso de la integral definida, encontrar el area de
una regién plana, el volumen de un sélido de revolucion, la
solucién de una ecuacion diferencial, demostrar el teorema de la
transformada de Laplace, encontrar series de Fourier, etc.

Sin duda alguna, este libro es preciso y oportuno para todas las
asignaturas de CALCULO que se utilizan en la ingenieria bésica
de las universidades del Ecuador y del exterior.

Por tal razon, muestra en detalle las técnicas de integracion y
resuelve ejercicios paso a paso. Los ejercicios se han colocado en
una progresion adecuada, de acuerdo con su nivel de dificultad y
abarca gran parte de las técnicas de integracion y las propiedades
fundamentales del calculo integral.

Ademas, considera teoremas basicos de diferenciacion e
identidades trigonométricas que son consideradas en el apartado
apéndices.
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1. INTEGRAL INDEFINIDA

1.1CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA

Se tiene una funcion f(x), existe otra funcion F'(x) en todo el
rango de x para el dominio de f, que cumple la siguiente
igualdad:

F(x)= f(»)

Entonces existe una funcibn F(x) que se conoce como
antiderivada o integral indefinida.

Para la representacion de esta integral se utiliza la simbologia
[, de tal forma que el teorema se representa de la siguiente
manera:

ff(x)dxz fF’(x) dx=F(x)+C

Es decir que la funcion f(x) es integrable mientras que la funcion
F(x) corresponde a la integral indefinida de esa funcién. A C se
la conoce como una constante de integracion o una constante
arbitraria que no afecta en nada al proceso de integracion
indefinida ya que al derivar una constante toma el valor de 0, por
el contrario si existiera una condicion inicial para los valores del
rango (x) se tendria un valor diferente en C. (Purcell, E. et al.,
2007)

Por ejemplo:
f(x) =8x*+ 12x% + 24

F'(x) =32x3+ 24x

J(32x3+ 24x) dx= 8x*+ 12x%2+C
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1.2INTERPRETACION GEOMETRICA DE
LA INTEGRAL INDEFINIDA.

Considerando la definicion anterior, la integral indefinida de una
funcion dada, se escribe siempre con una constante de
integracion. Si una funcion f(x) esta definida en un intervalo y
F(x) es un antiderivada (integral indefinida) de f(x), entonces el
conjunto de todas las antiderivadas de f(x), viene dado por las
funciones: F(x) + C, siendo C una constante arbitraria o de
integracion.

Al interpretar el significado de la constante de integracion, se
observa el hecho de que la funcién f(x), es la derivada de la
funcion F(x), es decir que, para cada valor de X, f(x) le asigna la
pendiente de F(x). Si se dibuja en cada punto (X, y) del plano
cartesiano un pequefio segmento con pendiente f(x), se obtiene un
campo vectorial, como el que se muestra a continuacion.

Figura 1. Esta figura muestra la gréfica de las diferentes antiderivadas de la
2 2
funcion f(x)=x; es decir [ x dx = -+ C;si y solo si F1(x) =7 +

x? x? x? x?
3; F1(x) =7+3; F2(x) =?+ 1; F3(x) =7+0; F4(x) =5 1

-S4 R -§+ 3

'y il = x '\‘ N \‘

2T Fbd =

Entonces el problema de encontrar una funcion F(x), tal que su
derivada sea la funcion f(x) se convierte en el problema de
encontrar una funcion de la gréafica de la cual, en todos los puntos

sea tangente a los vectores del campo.
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En la figura 1 se observa como al variar la constante de
integracién se obtienen diversas funciones que cumplen esta
condicidn y son traslaciones verticales unas de otras. (Purcell, E.
et al., 2007)

1.3PROPIEDADES DE LA INTEGRAL
INDEFINIDA

Segln (Demidovich, B. et al., 2001) se tienen los siguientes
teoremas:

La integral de una constante por una funcién: siendo B una
constante y f(x) una funcion.

fo(x) dx = BJ f(x) dx

La integral de la suma o resta de funciones:

[ (e £90) dx= [ 700 dx [ g0y dx

La integral de una potencia:

n+1
jx” dx = + C,siendon € Rsisolosin+ —1
n+1

1.4INTEGRAL ESTANDAR

A continuacion, se cita las siguientes integrales estandar o
inmediata:

fet du= e*du+C

f%duz Inu du+C

[a* du= %du+€
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[Senu du= —Cosudu +C
[Cosu du= Senudu +C

En el apéndice C se encuentran mas integrales estandar.

1.5TECNICAS DE INTEGRACION

Las técnicas de integracion nos permiten obtener una funcion que
sea integrable por medio de teoremas definidos durante el proceso
de integracion, como son:

Cambio de variable.

Integracion por partes.

Integracion Trigonométrica.

Sustitucion Trigonométrica.

Fracciones Parciales.
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2. CAMBIO DE VARIABLE

Este método de integracidn se utiliza cuando no se encuentra una
integral inmediata o estandar.

Se tiene [ f(x) dx, se puede realizar el siguiente cambio de
variable,

x = u(t) entoncesdx = u'(t) dt, donde wu(t) es una
funcién derivable.

Entonces [ f(x) dx = [ f(u(t)) u'(t) dt

Para realizar el cambio de variable se debe reemplazar por la
nueva funcién u(t) y completar el diferencial con respecto a la
misma funcion en t, de tal forma que se pueda integrar
inmediatamente. (Demidovich, B. et al., 2001)

2.1EJERCICIOS. - CAMBIO DE VARIABLE

1.— Resolver: [ sen® (g) cos (g) dx

Solucion.- Cambio de Variable
=3|u°d 3w C = = (x)
_ fu u_T+ = u=sen(z
6 1 X
sen®(x/3 du ==cos (=) dx
Respuesta: sen”(x/3) +C 3 (3)

2

2.— Resolver: [ tan’ G) sec? (’Z—c) dx
- Cambio de Variable
Solucion.- X
2u8 u =tan (E)
=2fu7du=?+C= 1 %
du = =sec? (—) dx
tan®(x/2) 2 2
Respuesta: 2 +C




Calculo Integral

3.— Resolver: [ r? (——1) dr

Solucion.-
6

6u
=6fu5du=T+C=

ri °
R ta: | —-—1 C
espuesta (18 > +
4.— Resolver: fxl/z sen(x3/% + 1)dx
Solucion.-

2 2
:§fsen(u)du = —§cosu+C =

2
Respuesta: — §cos(x3/2 +1)+C

1/3

5.— Resolver: [ x/3sen(x*3 —8) dx

Solucién.-

3 3
sten(u)du = —Zcosu+C =

3
Respuesta: — Zcos(x4/3 -8)+C

1+x

ﬁdx

6.— Resolver: |-

Solucion.-

f dx + X dx =
T4vx Ji+vz
fZ(u— 1) j(u— D(u - 1)(2)

o[ e[ 45

-1 (u3 —3u +3u—1)
2f du + 2 ”

J‘ du—f— fu(u _BZ+3)_1d

Cambio de Variable

“=\1s

2

du = Edr

Cambio de Variable
u=x3%241

3
du = Exl/z dx

Cambio de Variable
4
u=x3—28

4
du = §x1/3 dx

Cambio de

Variable
u=(1+x)

1
du = Ex'l/z dx
du=——=d
u Vx x

x=(u—1)2

u
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du
2u—21n|u|+2(fu2—3fu+3fdu—f?):

2ul 5
2u—21n|u|+T—3u +6u—2Inju|l+C =

2(14+%) - 21n|(1 + va)| + 2LEE) gﬁf _3(14 %)
+6(1+vx)—2In|(1+Vx)|+C =

2+2\/§—21n|(1+\/§)|+§(1+3\/§+3x+x\/§)
—3(1+2Vx+x)+6+6Vx—2ln(1++Vx)+C =

~4In](1+VE) 4 54 4VE + 2 x4 VEHC =

2 17
Respuesta: — 41n|(1 + Vx)| +§x\/§+ 4/x — x+—o+C

1
7.—Resolver: f cos (E x) dx Cambio de Variable

Solucion.- 1
u = Ex
2fcosudu:25enu+C= 1
1 du =—dx
Respuesta: 2 sen (E x) +C
8. —Resolver: f t2\/t3 + 1 dt
Solucion.-
3 Cambio de Variable

1 1 1 uz =t34+1

- du==|u?du=c——+C= ¢

3[‘/5 u 3]” “=330 du = 3¢% dt

2
Respuesta: 5 B+1)3+C

X
9, —Resolver:f— dx
2 _
., (3x 1) Cambio de Variable
SOI;CIOZ- . w= 3?1
u
=—| —== -3 = du=6xd
=< u3_6_[u du = u X dx
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L
6 -2 12 B
R t Gx' -1~ +C

espuesta: ———

P 12
2
+ 2
10. —Resolver:f n Y Y dy
VY3 +3y:+4

Solucién.-
_lfdu 100 1”2/3 _ Cambio de Variable
= = u du==—=+C =

3)ul3 3 32/3 u=y*+3y*+4

1 — 2
— 53/u2 +C= du = 3(y* + 2y)dy

1
Respuesta: 3 VOB +3y2+4)2 +¢C

w
11. —Resolver:fm dw

Cambio de Variable
u=1+w

_(u-1 du = u J du w=u—1
= e T e T e T du = dw
= fu1‘3/4 du—fu‘3/4 du =

= fu1/4 du

Solucién.-

—fu‘3/4du=
5/4 1
u u4 4 1
= —— 4+ (C=- 5/4’—4— 4 C =
5/4 1+ Su u4 +
4

4 1
=§(1+w)5/4—4(1+w)1+6:

=§‘{/(1+w)4(1+w)—4‘* 1+w)l+C=

4
Respuesta: = A+w)y/(A+w)— 43 +w)t+cC
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12.—Resolver: [ x*Vx — 4 dx

Solucioén.-
=f(u+4)2\/ﬂdu=

=[(u? + 8u + 16) (u%) du = Cambio de Variable
u=x—4%

=f(u5/2+8u3/2+16u1/2)du: x=u+4
3 du = dx
:fus/zdu+8fu7+16fu1/2du=
Wz 52 u3/2
= 8 16 C =

772 s st

2 16 32
=7u7/2+?u5/2+?u3/2+C=

2 16 32
Respuesta:; (x—4)7 + = (x—4)5+ ?\/ (x—4)3+¢C

3

5
r
13. —Resolver: j r* (7 - E) dr
Cambio de Variable

Solucion.- s
ut u= (7 - —)

=—2fu3du:—2—+C: 410
ut du=——dr
4
7_T°
10
Respuesta: — > +C
14. —Resolver:f 5 dt
3+t

Solucion.- Cambio de Variable

:fd_u:ltg-l(E)H: a=3

2 2
a‘+u a u=t

1 t
Respuesta:— tg! (—) +C du = dt
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x sen(\/ x2 +4)
15. —Resolver: | ——* dx
f VxZ+4
Solucioén.-
=fsenu du=—cosu+C =
Cambio de Variable
Respuesta: — cos (\/ x2 + 4) +C u=(x?+4)1/2

du =

x>+ 4
16. —Resolver:fx6(7x7

+m)® sen(7x7

+m)? dx
Solucion.- Cambio de Variable
=—— | senudu= u=(7x" +n)°
4411 du = 441 x®(7x” + m)® dx
:—mcosu+C=
R t 1 (727 +7) +C
:———cos(7x Vi
espuesta 141
dx
17. —Resolver:f—
xV2x+1
Solucion.-
Cambio de Variable
2 ut—-1
u= 2x+1;u2=(\/2x+1) ; =x
du = dx 4 _dx_ du = d
u—m ; u = u, uau =ax
_f u p _f du _-[ 2du B
) (w2 -1 Yz T ) wz—1
2 )Y 2
_Zf du _ ZJ‘ du _
B u? -1 ’ 1—u2
(1) \/2x+1+1‘+c
= — —|ln|—— =
2/ W2x+1-1
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—(InjV2x +1+1|-InjV2x +1-1|+C) =
Respuesta: —In |\/2x+ 1+ 1| +In |\/2x +1-— 1| +C

In|2x| dx
18. —Resolver: | —
In|4x| x
Solucion.-
flnIZxI — In|4x]| dx = Cambio de Variable
Inl2 |x Inl4x] u=In2x; v=Indx;
n|2x nj4x dx dx
dx — d = =
f . X f . X du—x,dv—x
fudu — f vdv =
u? v?
2 2
(In2x)? (In4x)?
Respuesta: — +C

2 2

dx

19. —Resolver:fﬁ
sen+ x cos* x

Solucion.-
Se aplica la identidad trigonométrica pitagérica

sen?x + cos?x =1
sen®x + cos? x
sens x cos* x
Se descompone la fracciéon en:

sen? x cos? x
— dx + — dx =
sen? x cos* x sen? x cos* x

1 1
dx+ | ———dx =
f cos*x _[ sen? x cos? x

Se aplica la identidad trigonométrica pitagorica
sen?x + cos?x =1

. sen®x + cos? x
sectx+ | —5—5—dx =
sen? x cos? x

5 " sen? x cos? x
sec’xsec’x+ | —5——=—dx+ | —5—5—dx =
sen? x cos? x sen? x cos? x
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1 1
fsec2 x(1 + tan? x)dx +f s—dx + f s— dx =
cos? x sen? x
fsec2x+ sec? x tan? x dx +fsec2xdx +fcsc2x dx =

fseczx dx+fsec2xtan2x dx+fsec2xdx+fcsc2x dx =

fseczxtanzx dx+2fseczx dx+fcsc2xdx =

Cambio de Variable
u=tanx
du = sec?x

juzdu+2jseczxdx+fcsc2xdx=

u3
?+2tanx—cotx+C=

3
Respuesta: 3 +2tanx —cotx+C

20. —Resolver: f tan3 x dx
Solucion.-
ftanzx tanx dx =

Cambio de Variable

u =tanx
du

sec? x

du = sec? xdx; dx =

Se aplica la identidad trigonométrica sec?x — 1 = tan®x

= f(seczx—l)tanx dx =f(sec2xtanx—tanx) dx =

=fsec2xtanx dx—jtanx dx =

) du
= | sec*xu 5= — tanxdx =] udu— | tanxdx =
sec? x

u?
= 7+1n|cosx| +C=
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n’x

ta
Respuesta: >

+ Injcosx|+ C

21.—Resolver: f cot*x dx =

Solucion.-

Cambio de Variable

u = cotx
du

du = —csc?x dx; dx = -
csc?x

Se aplica la identidad trigonométrica csc*x —1 = cot®x

= f cot?x cot?x dx = f cot? x (csc?x —1) =
= j(cscz x cot? x — cot? x) dx =
= f(csczxcotzx—csc2x+ 1) dx =

:fcsczxcotzxdx— fcsczxdx+fdx=

) . du
= | cscexu (— > >+cotx+x+C
csc? x

3
=—fu2du+cotx+x+C=—u?+cotx+x+C

3
X
Respuesta: — 3 +cotx+x+C
(2senw)—-1
22.—Resolver: 5 dw
cCos“w
Solucién.- 3 _ Cambio de Variable
Se descompone la fraccion de origen en: U = Cosw
fZ senw J‘ dw du =
= | = dw — — u=—senwdw
cos?w cos?w 4 du
senw w=-
=2f 5 dw—jseczwdw= senw
cos?w
sen-w du )
=2 > (— ) — | seccwdw =
u Senw
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du 2 -2 2
—2fu—2—fsec WdW:—qu du—fsec wdw =

1

u 2
:—2——tanw+C:Z—tanw+C= —tanw + C

cosw
Respuesta:2 secw —tanw + C

dx

23.—Resolver: f = 3.
Sen x cos’ x

Solucién.-

Se aplica la identidad trigonométrica pitagdrica

sen’x +cos?x =1
sen®x + cos? x

f sen® x cos3 x

2

= dx =
eosZx
= | === dx + — dx =
sernZx cos3 x sen® x-ees3x

1 1
= 3 3, T 5 =
Sen- x Cos° x sen- X Cosx
Se aplica la identidad trigonométrica pitagorica
sen?x +cos?x =1
f sen?x + cos? x fsenzx + cos? x

sen3 x cos® x sen® x cos x
Se descompone la fraccion anterior en :

senZx eosZx
sernZx cos3 x sen3 x-ees3x
senZx eosZx
+ - + - =
Sen=x Cos x sen> x-eosx

dx dx dx COSX
5= T 3 + 3 + = dx =
sen x cos3 x sen3x cosx sen3 xcosx sen>x

dx dx COSX
s-+ 2 3 + S dx =
sen x cos3 x sen3xcosx sen>x

Se aplica la identidad trigonométrica pitagorica

sen’x +cos?x =1
fsenzx + cos?x

3 dx
sen x cos3x

dx =

*
senx sen*x

sen?x + cos?x cosx 1
sen3x cos x
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senx 1
( -+ )dx
cos3x senxcosx
1 CcoS X
+ 2 ( + 3 )dx
Sen xcosx senx

+fcotx csctx dx =

sen x 1 1 cos x
e e ey o
Ccos> x Sen x cos x Sen x cos x sen’x

+fcotx csc?x csctx =

senx 1 1 CcOoS X
3 dx+ | ————dx+2 | ————dx+ 2 3
cos3 x sen x cos x sen x cos x sensx

+fc0tx csc?x (1 + cot?x) dx =
f(senx 1 )
*
cosx cos2x
dx
3 J &
Sen x cos x

CcoS X 1 5 3 5
2 * 5—+ | cotxcsc®x + cot® xcsc*x =
senx sen’x

dx
jtanxseczx +6J7
2 sen x cosx

+2fc0txcsc2xdx+fcotxcsc2x+fc0t3xcsc2x
dx
jtanxsec2x+6J7+3Jcotxcsczxdx+Jcot3xcsc2x dx =
sen(2x)

Cambio de Variable

u =tanx du = sec? x dx
v =2x dv = 2dx
w = cotx dw = —csc? x dx

1
=fudu+3f dv—3fwdw—fw3dw=
senv

u? 3 w?
:—+3fcscvdv——w ——+4C

2 2 4
tan®x 3 1,
== +31n|cscv—cotv|—§cot x—Zcot x+C
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Respuesta:

3 t2 1 t*x+C
2CO X 4-CO X

+ 3 In|csc2x — cot 2x|

24.—Resolver: f(sen 2x + cos 3x)

Solucién.-
= fsen 2x dx + f cos 3x dx Cambio de Variable
d d u=2x v=3x
u v _ _
=jsenu—+fcosv— du=2dx dv=3dx
2 du dv
1 1 X = 7 dx = ?
=—jsenudu+—jcosv dv
2 3
1

1 1 1
= —Ecosu +§senv +C = _ZCOS 2x +§sen3x+ C

—3cos2x + 2sen3x
6

1
Respuesta: 3 (2sen3x—3cos2x)+C

25. —Resolver:fﬁ fl + xvx dx
Cambio de variable

Solucion.-
= 3/
=[x ’1+(x.x1/2)dx w=lxh
3 1
du==x72
=f\/§,/1+x3/2dx 2
1 2du
= [ () (1+572) 2 ax =5
2du
:f(x%fz) (u)l/z T u=13+xj/2
du ==xY2dx
1 2
2 2 yl2tt 2 du
=—fu1/2du=—.u—+c dx =357m
3 3'1/,+1




Calculo Integral

22 3 4 3.\ /2
=St C=5.5u 2+C—§(1+x 2) " +c

=g (1+x3/z)3+c=§(1+\/F) /1+\/F+C

4
Respuesta: o (1+xvx) 1+ xVx+C

26.—Resolver: f sen wx cos Tx dx

Solucién.-

du 1
= [senucosu— == [ senu cosudu
s T

-1 )

n senf)
1 1 v? v?2
=——fvdv:——.—+C =——+C
T T 2 2T

1 2
=——cos‘u+2C
21

1
Respuesta: ——cos?’x + C
2w

27. —Resolver:jS csc? 2xdx

Solucion.-

=3 [csc? 2xdx = %fcsczudu
3
=5 (-cotw) +C  Reemplazamos u

3
Respuesta: — 3 cot(2x) +C

Cambio de Variab

U =Tx
du = mdx
du
dx = —
T
vV =cosu
dv = —senudu
dv
du = —
senu

Cambio de Variable

u=2x
du = 2dx

du
dx=7

le




Calculo Integral

28.—Resolver: [ sec? G nt) tan G nt) dt

Solucion.-

2 2
=—| secutanudu

T
2f dv
=—| vianpu
T tanu
2 2 v?
:—fv dv=—.—+C
T m 2

2
= + C Sereemplaza v

sec?u
= + C Sereemplazau
i

sec? (% nt)
n

Respuesta: +C

(arc sen x)?
29.—Resolver: | ———

V1 — x2
Solucion.-
sen 1 x)? u
j ( ) f A1 —x%2du
V1—x2 V1—x2

U3

= fuz du=—+C
3
(sin 1 x)3

Respuesta: —3 +C

30. —Resolver: f
Vi1

Solucién.-
(e¥)?
Ver + 1
X

==

Cambio de Variable

=_mt
u 27r
d _1 dt
u—zn
2
dt = —du
T
v =sec’u
dv =tanu du
_ dv
" tanu

Cambio de Variable

u=sen lx

du = dx

1
V1 — x2
dx =+/1—x%du

dx Se aplica propiedades de los exponentes

e*dx Serealiza el cambio de variable




Calculo Integral

_ f w?-1) 2w du Cambio de Variable
u - u=vVer+1
:f(uz—l)Zdu w=ertl
u*—1=¢e*
_ f(zuz —2)du Se deriva ambos miembros
2udu =e*dx

=2fu2du—2fdu
(u3) u?-3

(e*+1)-3
3

_ z(W)( .

>+c:z(m)(ﬂ)+c

=2<ex3_2>(\/ex+1)+c

2
Respuesta: 7 (e* — 2)(Ver+1)+cC

31. —Resolver: f \/1 + sen?(x — 1) sen(x — 1) cos(x — 1) dx

Solucion.- Cambio de Variable
= f 1+ sen?(u) sen(u) cos(u) dx u=(-1
du = dx
dv v = sen(u)
= | V14 v2.v.eosC)y
_[ ve.v costa) dv = cosu du

dv
=.[\/1+v2.v.dv du =

_COSu
= fﬁ.v.j—:=%f(w)1/2 dw

1 W3/2 Cambio de Variable
=§'3_+C Se reemplazaw w=1+7v?2
/2 dw =2vdv
1
=3 1+ v2)3/2 +C Sereemplazav dv = Z—‘:

1 3
=3 (1 + sen?u) l24C  Se reemplaza u

= %(1 + sen?(x — 1))3/2 +C = é\/(l +sen2(x —1))3 +C




Calculo Integral

= %\/(1 +sen?(x —1))2(1 +sen?(x — 1))+ C

1
Respuesta: 3 (1 + sen?(x — 1))\/(1 +sen?(x—1))+C

cos\0
32. —Resolver: | ——— = d6@ _
VO sen2+/0 camb. variable
Solucion.- u=0"
1 1 _
_ cos6'/2 40 du=-0""2de
1 2 (0 2
0 /2sen= (0 /2 1
cosu du = 20"/ d6
1 2
= | ——""" 208"
FEATR G d6 = 20"2 du
_ j cosu du =2 costy  dv Cambio de Variable
sen?(u) v?  eestw) v =senu
dv dv = cosu du
_ & -2
= ZJUZ = 2]17 dv dv
-1 du=—
v 2 cosu
=2—+C=——+C Sereemplaza v 1
-1 v u =02
1 1
=-2 + C Sereemplaza u du=-0"2d6
senu 2
1 1 2du
—2——+C=-2———<+C o = —
senu sen (g /2) 072

1
=—2cscO7/2+C Se aplica equivalencia de: o csc

Respuesta: — 2 cscVO + C

33. —Resolver: J(S3 +2s2 —55+5)(3s2 +4s—5) ds

Solucion.- Cambio de Variable
) du u=s34+2s*-5s+5
=fu(3s +4S—5)'352+4S_5 du=3s*+4s—-5ds
2 du

dS=352+4s—5

u
= fu du = 7+ C Sereemplazau
(s3 4+ 2s% — 55 + 5)2

2

Respuesta:




Calculo Integral

18 tan? x sec? x
34. —Resolver: dx
(2 + tan3x)
Solucion.-
_ f 2 ( du )
) @2+ u3)' secZx
f 18w dv
2+ u3) (2+v) 3u2
dlarie f z
) 2+v) V=W
—6f— =6lnw+C Sereemplazaw

=6ln(2+v)+C
=6ln(2+ud)+C

Se reemplaza v
Se reemplaza u

Respuesta:61In(2 + tan3x) + C

35. —Resolver: [ \/cotycsc?y dy

Solucion.-
du
—j\/ﬂduz—ju/Zdu
u1/2+1 :
=— +
I, +1
w2

Cambio de Variable

U =tanx
du = sec® x dx
du
dx = I
sec2 x
v=ud
dv = 3u?du
dv
du = 32
w=2+v
dw = dv

Cambio de Variable

u = coty
du = —csc?ydy
du
dy =~ csc? v

= ——+ C= —§u3/2 +C Sereemplazau

3/,

2 3/
Respuesta: -3 (coty)/2+C




Calculo Integral

1
36. —Resolver: fj; (Cos Vit + 3)dt Cambio de Variable

Solucién.- u=t/+3
1 L.-
:f—cos(tl/z+3)dt du=5t"zde
i 2
t /2 dt

1 1 du = ——-
= fgcosu_%t-izdu = chosu du 2t/
dt = 2t"2 du

=2senu+C = Zsen(t1/2 +3)+C
Respuesta:2sen(\t +3) + C

37. ~Resotver: | 33 sen (5) cos (5) do
.= :| =—sen|—=)cos|—
esolver o2 9 0
Solucién.-
1
= j@—%sen(u) cos(u) . (—82du)
= - j sen(u) cos(u) du Cambio de Variable
dv u= 1
= —jsenéu}v.(— ) 0
Sen 1
1]2 du = —ﬁdg
_fvdv—7+C Se reemplaza v 46 = —02du
cos?u v = cosu
=— +C Sereemplazau dv = —sen u du
1 5 1 du = — dv
Respuesta: Ecos (5) +C ~ senu

38. —Resolver: f(e‘l —20%2+80-2)(0°-0+2)do =

Solucion.- Cambio de Variable
3 du u=60**-20%+80-2
=fu(é 6 2)'4(91__9_+_g) du = 46% — 46 +8d6
u 1 1 5 du=4(6%-6+2)do
f 2 u 4fu u 8u + 6 du

1 ) T 40°-0+2)
Respuesta: (6* —20* +80-2) +¢C




Calculo Integral

39. —Resolver:f t3(1+ t4)3 dt

Solucioén.-
:ft3u3.%:%fu3 du
1 u4_ 1, _
—Z.T—Eu +C =

1
Respuesta: Te 1+tH*+cC

40. —Resolver: |

x\/x2
Solucién.-
[ g
T ) eE—a

1 1

Se aplica la integral estandar

[z ()

=tan"1(u) + C

Respuesta: tan~1 ( x% — 1) +C

el/x

xz

41.— Resolver: J dx

Solucién.-

eu
f— x%du = j—g.—#du
*2

—fe“du=—e“+C

Respuesta: —e'x+ ¢

Cambio de Variable

u=1+t*
du = 4t3dt
_du

Cambio de Variable

u=+x%2-1
2x
du =
2Vx2 —1
d Y 4
u= x
Vx2—1
x2—1
dx = du
x
u?=x%-1
x*=u*+1

Cambio de Variable

1
u=-
x
1
du=——2dx
x
dx = —x? du




Calculo Integral

3
42.—Resolver: [ —=—dx =

3 Vcos x Cambio de Variable
Solucion.-
senzxsenxd oSy
= | ————dx S
coSx du =—senx dx
sen? x sen x —du
COoSs /2 X senx

Se aplica identidad trigonometrica pitagorica

(1 — cos?x)senx , , _
= f T dx Serealiza el cambio de variable
cos /2 x

:f(l_u:)se%(_szs%)=_f(1_1u2)du

B _j(l —u?)u V2du = __[ (u_l/z - u3/2)du

-1 3 ul/Z us/z

—fu /Zdu+fu/2du=—1—+—+C
[ %/
2 2

2u5/2 Y 2 cosS/Z X

= —2u = —2cos 2x+T

2V cos® x
= —2vcosx + ——— z +C =—-10vcosx + 2+4/cos®x + C

1
= 5(2 cos® x — 10+/cos x) +C
1
Respuesta: 5 (2(cos%x)vcos x — 10v/cosx) + C

4
r'/s + 2)
43. — Resolver:J dr
W Cambio de Variable

Solucién.- u=r"’342

f(u) 332 du =3 [u* du—3—+c— du = L% gy

3
2 /3 3du

Respuesta: 5 ( + 2) +c dr = =




Calculo Integral

12 (12 -1
44, —Resolver:f (t+—) — | dt
t t2

Solucion.-

< I () s

<[+ (-

3 u’/2 2 5
=fu/2 du= —+c=-u’lz+c
5 5
2
2, 1\/2
Respuesta:g(t+¥) +C

45.— Resolver: f senx -sen (cosx) dx

Solucién.-
=—fsin udu=cosu+c=

Respuesta: cos(cosx) + ¢

46.—Resolver: J secx -tan x cos(secx) dx
Cambio de Variable

Solucion.-
=jcosudu= senu+c =

Respuesta: sen(secx) + ¢
%3
47.—Resolver:J—3dx
(x2 +4)/2
Solucion.-

f X - X2 q 1ju—4d
= —_dX = — — du =
(X2+4—)3/2 2) W3

= %f(u—4) u=/2du = %fu'l/z — 40

Cambio de Variable

1
u=t+-—
t
u=t+t!
1
du=1—-—dt
t2

Cambio de Variable

U= cosx

du = —senx dx

u= secx

du = secxtanx dx

Cambio de Variable

u=x*+4
x’=u—+4
du = 2x dx




Calculo Integral

1 u1/2 u_1/2 1/ _1/
:ET—4——1 +c=—[2u 2+8u 2]+C:
2 2

=u'/2 +4u 2 +c=

4
Respuesta:\/x? +4+ ——+C

Vx?Z +4
48. —Resolver: [V3 x? + 1 x dx
Solucion.-
3
1 %d 1wz g
= gf u u = 8? Cc =
2

1 3
Respuesta: 5 (B3x2+1)2+C

49. —Resol 4senx
.—Resolver: | ——
(1 + cosx)?
Solucién.-
4 du 5
== | —= —4fu du =
u

u—l

L
= =1 C_u c =
4

Respuesta:—————+ ¢
p 14+ cosx

2
-1
50. —Resolver:f—d
3 —3y2"”
Solucion.-
_1f3(y2—1) _ 1pdu _
T 3Y (y3-3y)2 Y 3Y w2
_1u? - 11 _
- 5 -1 te= 3 u tc=
R t 1 +C
espuesta: — ——————
3(y3® — 3y)

Cambio de Variable
u=3x?+1
du = 6x dx

Cambio de Variable
u=1+cosx
du = —sinx dx

Cambio de Variable
u=1y3-3y
du=3y?-3
du=301%-1) dy




Calculo Integral

51.—Resolver: [ ——

Vi1- sz

Solucion.- Cambio de Variable
- fx3(1 —2x?) 2 dx = u=1-2¢

1 du = —4 x dx
=—Zf4x-x2 (1—2x2)_1/2dx= x2=_u;1

1(/1-u 1 1-u
__z —2x2)Y/ = 2=
_ 4” _ )(1 2x2)~ Y2 4x dx = x? =

1j<1—u) RV 1.]‘11—1/2_11*/2d
4 2 )% T Ty 2 4

1 ul/Z u3/2

LI gy
——Z-Efu 2 —u 2du——§T—? +cC
2 2
1

1 Z 3 1 4 1 3
L P @] e cu et — Pt =
8[“ 3u +c 4u +12u +c

1 1 1 3
(=22 —(1-2x2)"2
4( X%) +12( x“) /2 +c

1 1
Respuesta: — Z\/ 1-—2x%+ B /(1 —2x2)° + ¢

x2 + 2x

52.—Resolver:
Vvx3 -3x%2+1
Solucion.- Cambio de Variable
=j(XZ+ZX) (x3—3x2+1) /2 dx = u=x*-3x*+1
du = 3x% — 6x

_ 1 _1/2d _1 u1/2 _2 1/2 du = 3(x? + 2x) dx
= 5 u u= § 1 +c= §U Lo

2

2
Respuesta: 3 x3-3x2+1+C




Calculo Integral

sec? 3+/t
53. —Resolver: | —— dt
Vt
Solucion.-
= [ sec? (3t1/2 ) Y2 dt = 2 [sec2udu  Cambiode Variable
3 1
5 5 u=23t"2

:§tanu+c:§tan3t1/2 +c du:%t_l/Zdt

2
Respuesta: - tan 3Vt+c

54.—Resolver: [ sen 2x V2 — cos 2x dx

Solucién.- Cambio de Variable
u=2-—cos2x dx

1 1
=§f256n2X\/2—COSZX dx=5f\/ﬁd du = 2 sen2x dx

1 gy L0 _ue _@—cos292
——fu u—i 3 +c= 3 +c= 3 C
2
V(2 — cos 2x)3
Respuesta: 3 +C

55. —Resolver: f x (x% +1)v/4 — 2x2 —x*dx

Cambio de Variable

Solucion.-
1 u=4-2x>-x*
=—Zf—4(x3+x) 4 —2x? —x*dx = du = —4x — 4x3
1 1 du = —4(x + x®)dx
=—Zf\/ﬁdu=—zfu1/2du=
3
1 u/z 1, 1 3/
— __. — _ — (A — 2 A /2
173 +c cu2tc 6(4 2x2 —x*) 2+
2

1
Respuesta: — E‘/(4 —2x2 —x4)3 +C




Calculo Integral

56. —Resolver:fy\/y2 —4 dy

Solucién.-
%f\/ﬁ du = %ful/Z du =
3

1 w2 N _u3/2+ _(y2—4) /2+
_i § c= 3 c= 3 C

2

2 _

Respuesta S 3 ) +C

57.—Resolver: [z (22% — 3)1/3 dz
Solucién.-

3 3
=—utc= E(ZZZ —3)%+c

16
33/(2z% — 3)*
——+c

Respuesta:
p 16
58. ResolverJ
Vtt 4+ 9

Solucion.-

1 4¢3 dt = fdu_
4) i yro  4) Y

1
1[0 - 1 u’z
=qu1/2du=z- +c=

1
2
1 1
= Eul/Z +c= E(t4 +9)1/2 +c=
/¢4
Respuesta: : 2+9 +C

Cambio de Variable
u=y?—-4
du =2y dy

Cambio de Variable
u=2z°-3
du =4zdz

Cambio de Variable
u=t*-9
du = 4t3 dt




Calculo Integral

59. —Resolver: f(x + 1) tan?(3x? + 6x) sec 2(3x? + 6x) dx

Solucion.- Cambio de Variable

u = tan(3x? + 6x)
du = (6x + 6) sec?(3x2 + 6x) dx
du = 6(x + 1) sec?(3x? + 6x) dx

1
gf 6 (x + 1) tan(3x? + 6x) sec?(3x% + 6x) dx =

—6 u u—6 3 Cc= u C=

1
Respuesta: Etan3 (3x2+6x) + ¢

y3

60.—Resolver: | ———— d
f 1—-2ys
Solucion.-
1 _

_gf —-8y*(1-2y")°dy = Cambio de Variable
1 5 qu e 1ot 1 B u=1-2y*
_gfu u——g _—4+C—32u4+C— du=—8y3dy

1
Respuesta: ——— + ¢
P 32(1 - 2y%)*
61.—Resol f > 4
.—Resolver: | ——— ds
V3s2+1
Solucion.-
1]‘ 6S d 1] _1/2 d
= — _— S =— u u=
6J) V3s2+1 6
1 u1/2 _ u1/2 _ Cambio de Variable
s 1 te=—3 tc= u=3s2+1
2 du = 6sds
V3s2+1
Respuesta: —3 +c




Calculo Integral

4

V25x5 + 4

62.—Resolver: f

Solucion.- \ Cambio de Variable
:16f - — dx = u=25x"+4
(25x5 + 4)1/3 du = 125x* dx

I du_16f RV
- 12s) s 1250t T T

_ 1o l12/3+ 6 3 u/s + 24 /3 4

125 2 STz 2t T s T
3

_ 2 (25x5 +4) ’/3 +

~ 125 4% €=

Respuesta: —— \/ (25x5 +4)2 + ¢

125

2
63. —Resolver: f(ex/a + e_x/a) dx

Solucion.-
= jezx/a +2e+ e‘zx/a dx = f er/a + 2+ e‘zx/a dx =
- jer/a dx + j 2 dx + j e~*a dy Camtzmio de Var;able
X
==;du=-dx

—j“adu+J2d+f“(ad)— i
=1e€ 2 X e 2u— au:dx

a a 2
=—fe”du+f2dx——feudu u=—2x/,
2 2 ,

—ae”+2x ae”+c—
2 2 - a

a a
Respuesta: Eezx/a +2x — Ee_ZX/a + >

(ax _ bx)Z
64. —Resolver:J—axbx dx
Solucion.-
B f (a2x _ Zaxbx + bZX)

PEIX: dx




Calculo Integral

a?x 2 a*b* p2x . .
= faxbx dx— [ e dx + faxbx dx Cambio de Variable
a* b* u=x
- ﬁdx—deerfa—xdx: du = dx

=f(%)xdx—f2dx+f(§>xdx= u

Se aplica la siguiente integral estandar f atdu =—

N ) y

bx
x+ X+ (5)

_ln(a) ln(é)_ Ina—Inb Inb—1Ina

+c

b

a
ax bx
GG
Ina—Inb Ina—1Inb
R ta— (“x ”x) 2x +
espues a'lna—lnb b* a* rre

65. —Resolver: fe_(x2+1) ‘x dx ) )
Cambio de Variable

Solucién.-
du 1 1 u=x*+1)
=|et —==-]e%du==(—e¥ du=2xd
fe > Zfe du 2(e)+c Zuxx
_le—(x2+1) +c= 7=xdx
2
R 1
espuesta: _Ze(T“) +c
2
66.~Resolver: IX'7X dx Cambio de Variable
Solucién.- L
a* _
=f7”du Seaplicafaudu:_+c du = 2x dx
Ina du
u %2 -5 = x dx
_f7ud—u —1 7— +C—1.7_+C —
2 2\In7 2 In7
x2
Respuesta: +c
P 2In7




Calculo Integral

67.— Resol f dx
.— Resolver: | —
Vx

Solucion.- Cambio de Variable

dx _1/ u=»Xx
:f(x)l/n:f(x) n dx du = dx

1
= fu_l/n du =u_ﬁ+1 +c = n

n
Respuesta:

1-n
68.— Resolver: [(nx)n dx

Solucion.-
1-n du 1 1-n u=nx
=juT-—=—fquu = du =ndx
n o n du
1—-n 1-n+n 1 —=dx
= +1= _— - n
n n n
1
1 un n 1 1
= —4c=—un4c=mx)n+c=
n 1 n
n
Respuesta:\nx + ¢
69 a¥ o1,
-~ Resolver: Jax x Cambio de Variable
Solucion.- u= 3x
a?x dx 2
=f7dx—f7 du =2 dx
a /2 a /2 2
_Xx _Xx X
=fa2x-a 2dx—fa 2dx = u=-3
3 x due &
fafxdx—fa_f dx Se aplicafa“du: Y=

2
:faugdu—fau - —Zdu

Cambio de Variable




Calculo Integral

2 2 a% a¥
=—fa“du+2]a”du= - —+2'—+c
3 3 lna Ina

3 3
2 a2 2a " 2 [a?* X
= —- = — +a /2 |+
3 Ina Ina Ina 3 @ ¢
3y
R t 2 (a2 + 1 +
espuesta: C
P Ina\ 3 a’lz

3
70.—Resolver: j(aZ/S—xz/S) dx

Solucion.-

= [ (@) 3@ () 3 (@) () - (<)

:jazdx—f3a4/3x2/3dx+j3a2/3 x4/3dx—fx2dx=

azx—3ja4/3 u’/3 du+3j a’s u'/3 du—fu2 du

4 x°/3 ., x/3 x3
azx—3a/35—+3a/3 7——?+c
/3 /3

9 4 5 9 7 x3
= 2 —_—— /3- /3 —_ /3- /3__
a’x 5a X +7a x 3+c

105 a?x — 189 a3 -x”3 + 135 a3 - x"/3 — 35 23
Respuesta: 105 +c

71.—Resolver: f(\/i +1)(x—vx+1)

Solucion.- Cambio de Variable

:f(x\/}—\/}-\/}+\/f+x—\/f+1)dx u=x
du = dx
=f(x\/§—x+x+1)dx

=f(x\/§+1)dx=fx\/37dx+fdx=fx(x)1/2dx+fdx




Calculo Integral

f /Zdu+fdx— +x+c
/ 2 xz\/z
=§x 2+txte=c xz-xz-x+x+c=T+x+c
2 x%\x+5x
Respuesta: — 5 +c
e
72.— Resolver:f—e do
ct+ae
Solucion.- Cambio de Variable
_(du 1 1(du 1 3 u=c+ae
1 d W 4 7—Elnu+c— du= ae®do
1 du
Respuesta:—In|c +ae®| + ¢ 2 —=e¢do
a

3x%2+2

d
x—1 X

73.—Resolver: f

Solucion.-
Se descompone la fraccién de origen en:

—f3x2d+f 2 4 —3] ~ 4 +2f &
T x—177 x—1% x—1

Ax? se le suma 1y se le resta 1:

_ 3 (x2—1)+1d +2_[ dx Cambio de Variable
B x—1 x x—1 u=x

x—Dx+1)+1 dx du = dx
[ DE+D v du=dx

x—1 x—1

@e——l—)x+1 1 dx du = dx

:3f ( )+ dx+2f
x—1 x—1

3(f(x+1)dx+f( =D )+fod_x1
3(fxdx+fdx+f dx1>+2fxd_xl
3(judu+jdx+f? 2 d_u




Calculo Integral

2
u
=37+3x+31nu+21nu+c

3
Exz+3x+31n(x—1)+21n(x—1)+c

3x2 4+ 6x +10In(x — 1)
> +c

3

5x2+3x+51n(x—1)+c=

3x% + 6x +In(x — 1)1°
+c

Respuesta: >
74.— Resolver: [ \/m + ny dy Cambio de Variable
Solucién.- u=m+ny
:—[(m+ny)1/2 dy duzndy
du d
1 —=ay
1/ du 1 1/ 1 u_2+1 n
:fu2—=—fu2du=— +c=
n n n\ 1
—+1
1 u’2 2 5 2
= tc=ul2+c=o—(m+nyl3 +c
n 3/ 3n 3n
2
2
=§\/(m+ny)2 (m+ny)+c
2
Respuesta:— (m +n m+ny+c
p 3n y)/ y
75.— Resolver: [ x" Vax"*1 + b dx
Solucién.- Cambio de Variable
— n(pantl 1 _ u=ax""' +b
.[x (ax +b) 72 dx du=an+ 1)x™dx
:ful/zd—u: d7u=x”dx
a(n+1) a(n+1)
1 1 d 1 u1/2+1
= — 2 — .
a(n+1)fu u a(n+1) 1/2_|_1+C
1 W 1 23
—u/2

“a+D 3, Tamrn 3"
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2

S e S

3a(n+ 1)
2

3a(n+1)

J(@x™1 +b)2 (ax™1+b)+c

Respuesta: ——
P 3a(n+ 1)

76.— Resolver: [ csc?3x - cos3x dx

Solucion.-
1
Se aplica el equivalente de cscx =
senx
1
= fsenz?)xlcos 3x dx
_ du _1 du
) 3u?  3) u?
1 —-2+1 1 u—l
— -2 d - _. - .
3fu WSttt
_ 1 1+ _ 1 be =
T 3 u €= 3sen3x €=
1
Respuesta: — 3 Cs¢ 3x+c
77.— R l f dx
.— Resolver: ET—
2xIn3x
Solucion.-
_1j dx
"~ 2) xIn3x
1(3du 3 (du 3
=—|—==|—= =lnu+c

2 u 2) u 2

3
Respuesta: 2 In|In3x| + ¢

(ax™! + b) \/(ax™1 + b) + ¢

Cambio de Variable

u = sen 3x

du = 3cos3x dx

du
3 = cos3x dx

Cambio de Variable

u=In3x

du = 1

u_3x
1

3du = —dx
X
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1

x2
78.— Resolver: fex—3dx

Solucioén.-
= 3
= f e x*- x°dx Cambio de Variable
, du 1( u=x"’
=|et-— =—5]e du = du = —2x73 dx
du
1 =g
= —Ee_xz +c= 2 X dx

1
Respuesta: — 5 € X +c

79.— Resolver:f(W)4dx

Solucion.- Cambio de Variable
= W4d =[e*3d u—4—x
= [(VeX) dx = [e x =3
j u3d 3[ u g 4 4d
=|et—du =-| etdu= =_
2 1 u=gdx
3 3 4x 3 gy =
Z(e”)+c = zed tc 7 du=dx

33
Respuesta: 2 e**+ ¢

80.— Resolver: Jcotx (2 + In|senx|) dx

Solucion.-
141 u =2+ In(senx)
:fudu: +c = du = cotx dx
1+1
u? (2 + In(sen x))?
> c= > +c

4 + 41In|sen x| + In|sen x|?

2
Se aplica propiedad de los logaritmos nln|m| = In|m|"
4 4 In|sen x|
= §+ Elnlsenxl +T = 2+ 2lIn|senx| + In|senx| + ¢

Cambio de Variable
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=2+ 3ln|senx|+c =
Respuesta: 2 + In|senx|? + ¢

2 3 4
81.— Resolver: ( - + )d =
Solucion.-
f 2y f S v+ f L

= X — 5 ax o ax

(x +;)3 (x '; 1)? ();"' D Cambio de

X X X i

—> _3 4 Variable

f(x+1)3 CESVCA ACESY w=x+1
_, d_u 3 d_u 4 d_u du = dx

us u u

:2ju_3du—3ju_2du—4lnu+c

U2 -1
=2-_—2—3-_—1—41nu+c
= —(x+1D)?+3(x+1)t—4lnu+c
1 3
Respuesta: — 12 + D 4In|x+ 1| +¢

t
82.—Resolver:det
t+1

Solucién.- 5 Cambio de Variable
u u —
= j 2udu = 2_[ du u=vt
u?+1 u?+1 ul=t
Se aplica artificio matematico 2 udu = dt

u>+1-1 u?+1 1
=2fuz—+1'du=2f<u2+1_u2+1) du

1 1
=2f<1_u2+1) du=2(jdu—fu2+1du)

1
=2|du— 2 d
fu _[u2+1 u

1 1 —1Uu
Se aplica integral basica =—tan™ " —
p 9 fa2+u2 a a

=2u—2(tan *u) + C = 2\t — 2tan "t + C
Respuesta: 2(\t — tan"Wt) + C
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83.— Resolver: [ t(3t + 2)3/2dt
Solucién.-

= f t(3t+2)"2 - 3dr = f t(vV3t + 2)3 dt

_fuz—z 32ud
R

2 1 4 1
=—(Bt+2)722"——@t+2)/2:5+¢C
63( +2) 45( +2) +

_ 2 7/ 4 5/
—a(3t+2) 2—4—5(3t+2) 2 +C

Se pueden expresar los términos en radicales:

Cambio de Variable

u=v3t+2
u?=3t+2
_u2—2
-3
2udu = 3dt
2udu
dt = 3

2 4
= a\/(3t +2)6(3t+2) — E\/(31: +2)*@t+2)+C

2 4
=3 Bt+2)°J(Bt+2) — =Bt + 2Bt +2) +C
2 4
Respuesta: (3t + 2)%/ (3t + 2) (a (3t+2) - 4—5) +C

84.— Resolver: f x(1— x)2/3 dx
Solucion.-
= [x(1 —x)1/3' 2 dx

f(l —u3)(w) 2(-3u?du)

-3 f(l —ud)utdu = -3 j(u‘* —u”)du

Cambio de Variable

u=_>»1 —x)1/3
ud=(1-x)
x=1-u?

3uldu = —dx

5 8
-3 (f utdu — fu7du> = -3 <u? — %) + ¢ dx=-3u%du

—3(1—x)"73"5 ,30- 038 301-0% 301-0

5 8 8

5
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_15(1 -3 —24(1 —x)s
B 40

1 8 5
= E(15(1 —x)72 =241 - x)"/3) +C

1 8 5
= %(15(1 -0’3 - 24(1-x)72) +C

= %(ﬁi/(l —x)6(1—x)2 —243/(1 - x)3(1 — x)Z) iC
- %(15(1 —x)? YA -x02-241-x JQ —x)Z) ny,

Respuesta: %(1 —0)Y(1-22(15(1—x)—24)+C

85.— Resol f cosx d
.— Resolver: by
sen’x —6senx + 12
Solucion.- Cambio de Variable
du du
f > =f > = u=senx
ud—6u+112 (u—3)2+3 du = cos x dx
x x
——>—tan_1(—)+C x=u-3
_[xz +3 V3 V3 dx = du
1 u—3 2 =3
— tan™ ! ( ) +C a
V3 V3 a=+3
R ¢ 1 ¢ _1(senx—3>+c
espuesta: — tan™' | ———
V3 V3
86. —Resolver: Jx x+1dx
Solucion.- Cambio de
f(uz —Du2udu=2 j(uz —Dudu= Variable
1
uS U3 u=(x+1)2
2(ju4du—ju2du)=2———+6‘= uw?=x+1
5 3 :
x=u-—1

2o+ 17] ~ e 1] e

2 2
Respuesta: = V(x+1)5 - 3 Jx+1)3+cC
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87.—Resolver: f%

Solucion.-
Se aplica el siguiente artificio
u—e+e u

u+e u+e

u?=t
f 2u dt = 2udu
du =
u-+te a=u-+te

da =du

u u—e+e
2 du=2| ——du=
u-+e u-+e
u+e e du
2( du — ————du>=2( du—e )
u+te u-te u-te

2(u—ef%)=2(u—eln|a|)+€

2(Vt—elnju+e|)+C

Respuesta: 2\t —2 eln|[\t + e[|+ C

88. — Resolver: J xVx+1dx =

Solucién.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:

1
u=(x+1Dzu*=x+1,x=u?>-1; dx = 2udu

=f(u2—1)u2udu=Zf(uz—l)uzdu=

o[- [

us  ud
—2=__
[5 3

2 2
Respuesta: Ei/ (x+1)5 — 52 (x+1)3+C

5 3

+C=§[(x+1)%] —%[(x+1)%] +C

Cambio de Variable

u=+t
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et 4 2%t — et
89. —Resolver: dt
e’ +1

Solucién.-
Se realiza una division de polinomios:

et 4 202t _pt |2t 11
_ odt _ g2t o2t 11

2t

t

et — e
—ef—-1
et +1
= 2t+1dt—f—dt=
j(e ) e?t+1

Se aplica el siguiente artificio a la segunda integral:

ef+1-1
=f(€2t+1)dt—fmdt=

t
=f(e“+1)dt—f%dt=fe2tdt+fdt—fe'tdt

Se aplica el siguiente cambio de variable:

u=2t;du=2dt; u= —-t; du= —dt
1
=§je“du+jdt+fe“dt
e2t

Respuesta: -ttt et+C

u —
90. —Resolver:Jy(2y+ 5)1%dy =f( 5 )ulodu
Solucién.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:
u-—>5
u=2y+5;du= Zdy;y:T
1 1 1
- _ 10 ., — 11,4, _ 10
2f(u 5u-"du qu du 2f5u du
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1 u11+1 5 u10+1

T201+1) 2(10+1D
2Qy+51? 52y+541
22 21

+C

Respuesta:

+ In
91. —Resolver:f@d

Solucion.-
Se descompone la expresion de la siguiente manera:

\/; Iny
=|-—dy+ j—dy
J5e ]S
Se aplica el siguiente cambio de variable:

1
u=Iny;du=-d
y y Yy

_ u
=jy1/2y_1dy+judu=jy 1/2dy+m

1+1

_y S ny)?_yz (nyy?

+
1 2 1 2
—5+1 3
(In y)?

+C

Respuesta: 2 yl/ 2 + >

92. —Resolver:f e’va — beYdy =

Solucién.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=e’; du=e’dy;, v=a—bu; dv=—-bdu

= [Vapudu= [ -Lav=1 [ Voa-

1

B 1<v2+1>_ 1(a—be3’)3/2

~ b\l B
F+1

2

2(a — be?)*/2
Respuesta: — 3b +C
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93. —Resolver: f(ey/c + 113 e¥/edy =

Solucion.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:

1
u=%;du=zdy;dy= cdu; v = (e" + 1);dv = e"*du

=f3\/e“+leucdu:c.f%dv:cfvl/3dv=

1
v3tt 3(ey/C + 1)4/3
=cl7 = cf +C
3+ 1
y 4
3c(e fe + 1) /3
Respuesta: 2 +C
tan‘l(%)
94. —Resolver: f — dx
4 +x
Solucion.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:
1 1 1
x = = =
= -1(Z). = 2 = 2 = 2 =
u = tan (2),du 1+(£)2 1+x_2 4+x2 x2+4
2 4 4
- X
, ] S N CLp G
= uau = =
1+1 2

x
Respuesta: (tan™1)? (E) +C

95. —Resolver: [ sen(m + nx)dx

Solucién.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:
u =m+ nx; du = ndx;

1 1 1
= —j sen(u)du = —(—cos(u)) + C = ——cos(m+nx) + C
n n n

cos(m + nx)
Respuesta: — 0 +
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cos(m
96. —Resolver:fJ
sen®(my)

Solucion.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:
u = sen (my)- du = m cos (my)dy

1 u—6+1
=
T m 6+1

5
sen >(m
Respuesta: — & +C
5m
3\/1 +Inx
97.—Resolver:dex

Solucién.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:

1
u:1+lnx;du=;dx

/241
u’3
3+ 1
3(1+1In x)4/3
Respuesta: n +C

dx _
sen?(x) cos?(x)

98. —Resolver: f
Solucion.-
Se aplica la identidad trigonométrica pitagérica sen?(x)cos?(x) = 1
f sen?(x) + cos?(x) 4
= X
sen?(x )cos?(x)
2 2

sen“(x cos“(x

o © e | ()

sen?(x)cos?(x) sen?(x)cos?(x)

1 1
= fmdx+fmdx = jsecz(x)dx+ jcscz(x)dx

Respuesta: tan(x) — cot(x) + C
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1+y

In(y+.y?+1)
99 —Resolver:fj v

Solucién.-
N Jln(y )

1 + y?
Se aplica el siguiente cambio de variable

ln(y+\/1+y) du—mdy

ut/2t1

=fu1/2du= =

21n°2(y + 1+ y2)
3 +C

N W

Respuesta:

100. —Resolver:f e ta"Wgec?(x)dx =

Solucion.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:

u = —tan (x); du = —Sec?(x) dx
——je”du=—e”+C

Respuesta: —e(~t2n() 4 ¢




Calculo Integral

2.2EJERCICIOS PROPUESTOS DE CAMBIO

DE VARIABLE

Utilizando la técnica de integracion del cambio de variable,

resuelva las siguientes integrales:
f Cos\/_
\/_Senz\/—

Cos® 26 40
VSen 260
3 fV— VTan 1(2y) p
$ 4

1+ 4y?

[
' 2+ 3Cos?p
eSen 't _ At 42

5 - dt
i e

Respuestas a los ejercicios propuestos

1: —2Cscy/B +C

2 1
2: Sen'/2(26) — gSens/z(ze) n §Sen9/z(29) tC

1 1 3
3: gInl1 +4y?| -5 (Tan™*(2))? +C

1 V2 Tan
-1 (—p> +C

4: —Tan
V10 V5

5:eSen 't 4 4./1 —t2 +2Sen"t +C
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3. INTEGRACION POR PARTES

Esta técnica de integracién parte del producto de dos funciones,
se identificaa u = u(x); v = v(x). Recordemos la derivada del
producto de dos funciones (primera funcion por la derivada de la
segunda funcion mas la segunda funcion por la derivada de la
primera):

du v)=u v +v u

Se integra ambos miembros de la igualdad:

fd(u v)=fu v+v u

]d(uv)=]uv’+fvu’

Entonces se tiene que:

(u)<v>=ju v'+fv ”

(u)(v)—fv u’=fu v

Reemplazando con respecto al diferencial de X, tenemos lo
siguiente:

fu dv=ww)—[v du Integracion por partes

Es decir para poder integrar por partes se necesita identificar la
funcion u con su respectivo diferencial du vy el diferencial dv
con su respectiva funcion v. (Demidovich, B. et al., 2001)
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3.1EJERCICIOS DE INTEGRACION POR
PARTES

1. —Resolver: f(x2 —2x + 5)e7*dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

=x2—-2x+5 du=2x-2dx

u
= fdv=fe'xdx v=—e*
=—(x?—-2x+5)e*+ f(Zx —2)e *dx

=—(x%2=-2x+5e*+ (—(Zx -2)(e™) + f e *2 dx)

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=2x-2) du=2dx

= fdv=fe"‘dx v=—e”*
=—(x?—2x+5)e ¥ —2x—2)(e™)+2[e ™ dx

Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=—-x du=-dx

=—x%e¥+2xe*—5e¥—-2xe *+2e ¥+ (-2 +c
=—x2e™ +2xe™* —5e ¥ —2xe ¥ +2e*—2e¥+¢
=—x%e*—-5e*+¢ =

Respuesta:e *(—x*> —5) +c¢

2.—Resolver:fx3e_x/3 dx

Solucién.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x3 du=3x*dx

=>fdv=fe'x/3 dx: v=-3e /3 u= _x/3 du = —1/3dx

= —3x3e /3 + f 3x2-3e~/3 dx
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= —3x2e/3 +9fx2- e™/3 dx

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=x*du=2xdx > [dv=[e Bdx v=-3e/3

= —3x2e/3+9 (—xZBe_x/3 + f 3e™/3-2x dx)

= —3x2e/3+9 (—sze_x/3 + 6] e~ /3 x dx)

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x du=dx = fdv=fe'x/3 dx v=-3e /3

=-3x2"/34+9 <—3xze_x/3 +6 (—3xe'x/3 +3 f e~/ dx)>

Se aplica el siguiente cambio de variable:

u=-%/3 du= —1/3dx

= —3x%e /349 (—sze_x/3 +6 (—3xe_x/3 + 3(—3e_x/3))) +c
=—3x%e /349 (—sze_x/B +6(—3xe”/3 - 9e_x/3)) +c

= —3x2e " /3 + 9(—3xze_x/3 —18xe~ /3 — 54e'x/3) +c

= —3x3e™/3 = 27x2%e"/3 —162xe"/3 — 486~ /3 + ¢
Respuesta: —3e~/3(x3 + 9x% + 54x + 162) + ¢

3.—Resolver:stenxcosx dx

Solucién.-
Se utiliza la identidad trigonométrica del &ngulo doble:

1 1
=fx-isen2xdx =Efx -sen 2x

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:

1
u=x du=dx J-d fseandx v=—Ec032x
1
2

=
1
=2( X - —cost—f— ostdx)
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1 X 1
:—(—— c052x+5fc052x>

2 2
_1( X ) +1(1 ) )>+
—E ECOS X E Esen X C

R ¢ -1( X cos2x + Lsen2 )+
espues a.z ZCOS X 4sen X C

4. —Resolver: f(x2 +5X + 6) cos 2x dx =

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1
u=(x2+5x+6)du=2x+5=>jdv=fcostdx v=Esen2x
) 1 1
=X +5x+6-zsen2x— Esean(2x+5)dx

1 1
= E(x2 +5x + 6)sen2x—5fsen2x (2x +5) dx
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:

1
u=2x+5 du=2dx = dv=fsen2xdx v=—Ec052x

=%(x2 +5x+6)sen2x—%(2x+5(—%c052x)—f—%c052x-
2dx) =%(x2 +5x+6)sen2x—%(2x+5(—%c052x)+

[ cos2x dx)

Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=2x du=2dx

1, 1 1 1
=—(x +5x+6)sen2x——<2x+5(——c052x)+ —sean)
2 2 2 2
+c

1 1 1
=§(x2+5x+6)sen2x+z(2x+5)-c052x—zsen2x+c

1 1 1
=§(x2+5x+6)sen2x—zsen2x+z(2x+5)-c052x+c

1 1 1
=§(sen2x)(x2+5x+6—§>+z(2x+5c052x)+c
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= —sen2
sen zx )

1 2x%+10x + 11 1
= —sen2x > +Z(2x+5)c052x+c

1 2x%>4+10x+12—-1\ 1
+Z(2x+5)c052x+c

2x% +10x + 11 1
Respuesta: 2 -sen2x + 7 (2x+5)cos2x+c¢

5.—Resolver: fxz Inx dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
3

1 X
=Inx du=;dx = Jdv=lx2dx v=—

3
1 1,1 %3 1[0,
=lnx-—x3—f—x3-—dx =—lnx——fx dx

3 3 x 3 3
X31 1x 3 N
=—Inx —=—
3 33 ¢
x3 x3
Respuesta: ?lnx—3+ c

6.—Resolver: J‘(x2 —2x+3)Inxdx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
3
x
=Inx du=1/, dx:onv:JxZ—Zx+3dx v=?—x2+3x

x3 x3 1
Inx | ——x%+3x —f — —x%+3x (—)dx
3 3 X

lnx-(——x +3x> f——x+3dx
X
lnx-<——x +3x> (?——+3x>
R ta:1 AR N S S
espuesta: In x 3 x? X 9 2 xX+c
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X
7. —Resolver:fxln dx
1+x

Solucion.-
Se aplica propiedad de logaritmos naturales:

=fxln(1—x)dx—fxln(1+x)dx

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:

1
1) u=In(1-x) du=—1

X2
dx =>fdv=fxdx v=7

x? x? 1 x> 1 x?
=ln(1—x)—+f7-—=ln(1—x)7——f dx

2 1—x 2)1—x
R 1j( 14— )d
=Iin X 2 2 X x—1 X

—In(1 )x2 12 In(1 — x)
=1n xz 2\ 2 X n X

2
x
2) u=Iln(1+x) du= dx => fdv=fxdx V=7

1+x
x? x2 1 x2 1 x?
=ln(1+x)7— 7 1+xdx =ln(1+x)7—§f1+x X
x? 1
=1n(1+x)7—§fx—1+1+xdx

x? 1(x?
=1n(1+x)7—— ——x+In(1+x)

2\ 2
2
x- 1 1 1+x)
=In(1 ———x?+=x-1
n( +x)2 4x +2x n >
unimos1ly?2
—le(l ) x? x
T NI
~In(1 - )
>In X
o+~ o
5 In X 7 Ztzhn X

x? 1 x? 1
= 71n(1 —X) —Eln(l - X) —7ln(1 + x) +§1n(1 +x)—x

-0 (oY ama (- ) ey
= 1n X 2 ) n X 2 2 X Cc
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x? -1 x2 -1
:1n(1—x)< > )—ln(1+x)( > )—x+c

R ta: ¥ -1 In(1=* +
espuesa. 2 n X X C

8. —Resolver: — dx
X

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1
u = (Inx)? du=21nx-; :Jdv=fx‘2dx v=—x1

1 1 2Inx
:—lnzx-——j——- =

x X  x
In?x 2lnx In?x In x
- j > = T + 2 — dx
x x x x

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=Inx du=1/xdx = jdvzjx—zdx v=—x1
In?

o 2(mx(-3)+ [ ()e)

2

In“x Inx 1
- - +z(——+f—dx)
x X

x2

In®x < Inxy 1
o (——)—— +e
x X x

In’x 2Inx 2

In(In x)
9. —Resolver: de
Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:

— In(nx) du=—-1a dv= |1/, d =1
u=In(lnx) u—m;x :fv—f xdx v=lInx




Calculo Integral

1
xInx

1
dx =ln(lnx)lnx—f;dx

dx

:ln(lnx)-lnx—flnx .

Inx

=In(lnx)- Inx —f
xInx

=In(Inx)Inx —Inx+c¢ =
Respuesta:Inx (In(Inx) — 1) + ¢

10. —Resolver: f x sec?x dx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x du=dx = fdv=fseczxdx v =tanx

= xtanx—ftanx dx

Respuesta: xtanx + In(cosx) + ¢

11. —Resolver:fxsx/x3 + 4 dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

2
u = x3du = 3x%dx > fdv=fx2(x3+4)1/2 dx v=§(x3+4)3/2
su=x3+4 du= 3x%dx

2 2
= x50 +4)72 _f§(x3 +4)/2 3x2dx

2 2
=x3 -§(x3 +4)°/2 —gf(x:’; +4)°2 x2dx
Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=x3+4 du=3x%dx
5
= —x3(x3 2 —Z | W2 = Zx3(x3 [, 22~
9x(x +4)/2 3fuzg 9x(x +4)7/2 95/2+c

4
- x3(x8 +4)3/2 —E(x:‘" +4)5/2 +c

O N




Calculo Integral

10x3(x3 + 4)3/2 —4(x3 + 4)3/2

Respuesta: 45 +c
12.—Resolver: f x13/x7 + 1dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

2
u=x" du=7x%dx :fdvzfx6\/x7+1dx vzﬁ(x7+1)3/2

2x7 5 20x7 + 1)°2
= (7 1/z_f—.76d
51 x"+1) o1 x® dx
Se aplica el siguiente cambio de variable:

u=x"4+1 du="7x%dx

:2_( 7+1)3/2——f 2 du

2x 3 5
= —_— 7 /2——-— 7 /2
21(x +1) 3 5(x +1)7/2+¢
7

Zx 3/ 5/
Respuesta: H(x7 +1) 72— 1—5(x7 +1)2+c¢
t7
13. —Resolver: f ——dt
(7 - 3t4) 72

Solucién.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1

Y g v
(7 — 3t4)3/2 6(7 — 3t4) /2

3 t* f 4¢3 it =
6(7 -3tz J 67 =319

u=t* du=4t3dt :jdv—J

3 t* 2 j du

6(7 —3t9)" 2 3J) —12u')2
Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=7-3t" du=-12t3dt




Calculo Integral

t4 154 t* 1 u'/z 4
=———|u u=————-———+4c¢
6(7—3tH)/2 36 6(7 -39z 18 1/,
t* 1 1
Respuesta: ———  + 9 (7 - 3t4) tc

6(7 - 3t4)1/ 2

14. —Resolver: f x3\/4 — x2 dx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1
u=x%du=2xdx =>fdv=fx\/4—x2dxv=—§(4—x2)3/2dx

— 233/
j%-zm

2
x

=-S5 @-x)+
x? 2

= ?(4 —x®)’2 4 §j(4 —x2)°)2 x dx

Se aplica el siguiente cambio de variable:

u=4-—x* du=-2xdx

X

2 2 du x? 1 2
=2 (4 —x2)/2 —f 302 (4 — a2 2052
3(4 x“) +3 u = 3(4 x“) 35u +c

2 3 2 5
Respuesta:%@- —x?%) /2 _E(4 —x?%) 2 ¢

15. —Resolver: f x 2¥ dx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

2x
u=x du=dx =>fdv=f2x V=
n2
x 2% 2% x 2% 1
= = 2% dx

“m2 |2 = m2 In2
x 2% 1 2%

:an_ln2.ln2

2% x 2

2 (n22 ¢

Respuesta:




Calculo Integral

16. —Resolver: f za*dz

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

aZ
u=z du=dz = fdvzfazdz v=

Ina

lna Edz_

f 2dy = Z a% 1 az _
lna Ina z = Ina Ina Ina

R
espuesta: ln a (ln a)z

17.—Resolver: f t(t—1)12dt

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

-1 13

u=t du=dt = jdV:J(t—l)lzdt vz%
t(t — 13 t— 13 t(t — 13
_( ) j( 1) (1) f(t D dt
_t(t— 1)13 1 (-1
13 13 14
R . tE-1nB (t—1)14+

espuesta: 13 182 C

18. —Resolver:stenh x dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x du=dx = fdv=fsenhxdx v=cosh x

xcoshx—fcoshx dx

Respuesta: xcosh x —senh x + ¢




Calculo Integral

19. —Resolver: f x (3x + 10)*° dx

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
u=x du=dx = fdv=J-(3x+10)49

x (3x + 10)5° (3x + 10)5°

150 f 150 &
50

_z (3"1;010) - 1;0 f(3x +10)5 dx

Se aplica el siguiente cambio de variable:

u=3x+10 du=3dx

_x(3x+10)*° 1 (3x+10)°!

150 150 51-3
Cx(3x+10)° 1 (3x+10)5!
- 150 150 153
Respuesta: x (3x+10)5°  (3x+10)%
150 22950

20. —Resolver: J(t +7) e?*3 dt =

Solucién.-

(3x + 10)>°
vV=s———-—7"

150

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
u=t+7; du-=dt

1 1
fdv=fe2‘+3 ; fdv=ife" ; v=§e“ ;v =

u=2t+3; du=2dt

1 1
uV—fvduz (t+7)592t+3—f§€2”3dt

1 1
— E(t + 7)e2t+3 _E_[ e2t+3 gt

Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=2t+3 du = 2dt

1 11 1
= 2043 _ 2.2 | pu gy, — = 2t+3
2(t+7)e > zje du 2(t+7)e

Loy
48 Cc




Calculo Integral

1 1
Respuesta: E(t + 7)e?t+3 162”3 +c

21. —Resolver:fxcosx dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x du=dx; fdv=fcosxdx; v=senx

xsenx — | senx dx

Respuesta: xsenx + cosx + ¢

22.—Resolver:fx sen2x dx

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x du=dx

jdvzjseandx u=2x du=2dx

1 1
Jdv—ijsenudu v= —ECOSZX

! 2 f ! 2x dx =
5 X CoS2x 5 Cos2x dx =

~ L wcoszu s [coszw dx= -2 xcosza+ -2 [ cosu
= -5 xcos2x+o | cos2x dx = - xcos2x+o-5 | cosu du
! 2 +1 +
=—=xCc0s2x +—-senu+c =
2 4
1 1
Respuesta: — 5 X cos2x + Zstx +c

23.—Resolver: J(x —m)senx dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x-m) du=dx fdv=fsenx V=—cosx




Calculo Integral

(x—n)(—cosx)—f—cosxdx=—(x—n)cosx+fcosxdx

Respuesta: (T — x)cosx +senx + ¢

zt-z8
24.—Resolver: f(4—z4)2 dz - @ =292 dz
Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracién por partes:
=z du= 4z dz

fd f 1 (dm dy = lf 2 g
VE |Gy WE g g W= modm
__= . A — 4,3
= 4m s V= 4(4_24) m=4-z dm 4z°dz
1 1
— 4. _ -4 3d
24— 2% ,[4(4—24) zaz

VA
= — dz =
4(4 — 2% f (4— 20
Se aplica el siguiente cambio de variable:
m=4-z' dm=-4z%dz

Z4~

J‘du z* N 1l b=
“1@— 1) w Taa—m Tanllre=
4

z
Respuesta: m

1
_ -
+4ln|4 2t +c

25. —Resolver: J(t —3)cos(t—3) dt

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=t—3; du=dt dv=fcos(t—3)dt su=t—3 du=dt
—>dv=fcosudu; v =sen(t—3)
=(t—3) sen(t—3)—fsen(t—3) dt

(t—3)sen(t—3)—jsenu du;= (t —3)sen(t —3) + cosu+c




Calculo Integral

Respuesta: (t —3)sen(t—3) +cos(t—3) +c

26. —Resolver:fx cosh xdx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x du=dx; dvzfcoshx v=senh x
xsenh x—fsenhx dx =

Respuesta: xsenh x —coshx + ¢

n _1/
27. —Resolver:f— dx - jlnx x~ /2dx
NE

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1
u=lInx du=%dx; dv=fx'1/2dx v=x1/2 v=2x1/2
2
2x2Inx — J 2x 72 % dx = 2x /2 Inx — 2fx1/2 ~x " dx
1/,
= 2x/2Inx — Z_Ix_l/Z dx = 2x7/2Inx —2- ad +c
2

= 2x1/2 Inx — 4x1/2 +c=

Respuesta: 2+/xIn x — 4x'2 + ¢

28. —Resolver: fxeSx dx

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:

u=x du=dx

1
dv=fe3x dx—>m:3x—>dm=3dx—>dv:§femdm




Calculo Integral

_1m _1 3x
—>17—§e —>v-§e
1 1 1 1
§e3x-x—f§e3x dx=§xe3x—§fe3xdx

Se aplica el siguiente cambio de variable
-w=3x->dw=3dx -

1xe3"—l-lfe""dw=lxe3x—le""+c
3 33 3 9

1 3 13
Respuesta: §xe *— §e *+c

29. —Resolver:fxsecxtanx dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x du=dx; Jdv=jsecxtanxdx; v =secx

xsecx—jsecx dx =

Respuesta: xsecx — In|secx + tanx| + ¢

30. —Resolver:chos 2x dx

Solucién.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x du=dx; [dv= [cos2x dx > w = 2x > dw = 2dx

1 1
dv=EJcoswdw—>v:Esenw—>v:Esen2x

1 1 1
Exsean— fzseHZx dx =§xsen2x—5jsen2xdx

Se aplica el siguiente cambio de variable
- t=2x->dt=2dx

—1 2 1] t dt = L 2 +1 t+c=
—zxsen X 57 sen = 2xsen X 4-COS Cc =

1 1
Respuesta: 5 xsen2x + Zcos 2x+c




Calculo Integral

31. —Resolver:fox dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

X

u=x du=dx; dv=fS"dx v

“In3
3% 3% g _x-3x 1 3% g
M3 Jm3“ T 3 3 X
x-3* 1 3x+
= — . Cc =
In3 In3 In3
X 3x
Respuesta:m—21n3+c

32. — Resolver: f In5x dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1 dx
u=In5x; du=5-—dx du=——>jdv=jdx—>v=x
5x X
1
x-lnSx—fx-; dx=xln5x—fdx=xln5x—x+c

Respuesta: x(In5x — 1) + ¢

cot 1\/z

Vz
Solucién.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

33. —Resolver: dz - 2 f cot 1w dw

1 1
w=+z= 21/2; dw:-z_l/z dw = —

2 2z

-1
u=cotlw duzidWﬁfdv:fdw v=w
1+ w?

-1 w
2wcot™w — 2 f w (—) dw =2wcot ™ 'w+2 | ——dw
1+ w2 1+ w?

Se aplica el siguiente cambio de variable:
m=1+w? dm = 2w dw




Calculo Integral

2weot™tw + dem = 2wcot™w + In|m| + ¢

= 2wcot™'w + In|1 + w?|+ ¢ =
=2Vzcot™ Wz +In |1 + (\/E)2| +c
Respuesta: 2\z cot 'z + In|1 + z| + ¢

34. —Resolver:fcos"1 2x dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

-2
u=cos1'2x du=——- fdv=fdx v=x
V1 —4x2

-2
x-cos™t 2x—fx<—>dx
V1 — 4x2
x
:x-cos_12x+2f—dx
V1 — 4x2

Se aplica el siguiente cambio de variable:

m=1-—4x? dm = —8x dx
1y +2( 1) dm 1y 1f dm
x-cos™!2x —— )| —==x-cos712x —= | —
8 \/ﬁ 4 m1/2
1 _
=x-cos‘12x—1jm Y2 dm =
1
1 m7’2 1
=x 005‘12x—1- i +c=x-cos‘12x—§m1/2+c
2

1
Respuesta: x - cos™ 1 2x — > 1—4x2+c

35. —Resolver:Jx2 3* dx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

3x
u=x* du=2xdx »dv=3* v=—
in3




Calculo Integral

3% 3% x*-3% 2
2 — x
—— | —= 2x)dx = —— | 3*xd
x In3 fln3 (2x)dx In3 ln3f xax
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

3x
u=x du=dx —>dv=f3x vV=—
in3
x%2-.3% 2 [x-3x 3% d]
In3 In31 In3 In3 x
x?-3% 2 x-3* 1 3%
- - e+
[n3 In31 [n3 In3 In3

Se aplica propiedad de logaritmos naturales:
x?-3* 2 x-3* 3
= +c =
[n3 In31 In3 2In3
x2-3% 2x-3* 2-3%
- - +cC
In3 2ln3 3In3

Respuesta:

36. —Resolver:f tan 1V/x dx - j 2ttan?! \/ﬁ dt

- f 2t tan” 1t dt

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
1
— 2.4 — — — -1 —
x=t5t=+x dx=2tdt->u=tant du_m dt
tZ
dv = JZt dt v=2 S V= t> artificio mateméticov =t* + 1

(t?+ Dtan™1 ¢t — f t2 +1- dt = (t> + Dtan™! — f dt

1+ t2
=({t?’+Dtan" 't —t+c=

(V)2 + Dtan Wx —Vx+ ¢ =

Respuesta: (x + 1)tan W/x —Vx + ¢




Calculo Integral

37. —Resolver:f cosvx dx - f 2t cos/t? dt

ﬁthcostdtz

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:

x=t5t=x dx=2tdt—>u=2tdu=2dt—>dv=fcost;v
=sent

2tsent—f25ent dt = 2tsent—2jsent d

= 2tsent + 2cost+c¢c =
Respuesta: 2 \/x sen\/x + 2 cos\/x + ¢

38. —Resolver: f x2e3*

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

=[udv=uv-[vdu

u = x%; du = 2x dx; fdv=fe3"dx; w = 3x; dw = 3dx; dx

_dw. _lf Wd . _1w. _13x
_3,17_3 e w,v—3e,v—3e
1 1
=x2§e3x—J§ 3%2x dx
1 2
=§x2e3x—§Jxe3x dx

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1
u=x; du = dx; fdv=fe3xdx; v=§e3x

= lx2e3x —E<x.le3x —f le3x dx)

3 3 3 3
1 2 21

= §x2e3x —axe3x + §§f e3* dx
1 2 21

= §x2e3x —axe3x + §.§e3x




Calculo Integral

1 2 2
= §x2e3" —§xe3x + ﬁe” +C

R t-esx 2 3184 ¢
espuesia.: 3 X zx 9

X
39. —Resolver:f—; fxe_xdx
ex

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x; du=dx; [dv=[e*dx; v=—-e*

=x.—e ¥ — f —e ¥*dx = —xe ™* + j e *dx
=—xe*—e*+C=—-ee*x+1)+C
x+1

ex

Respuesta: — +C

40. —Resolver:fxz_xdx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

dx 27*
=X = . = —-x . = —_ = —
u=x; du dx,fdv fZ dx,fdv fzx,v 7

2 J—z-xd _—z-xx+f2-xd
-X In2 In2 = In2 In2 X

_—Z‘xx+ 1 jdx_—Z‘xx_l_ 1 2"‘+C
T In2 In2)2* In2 In2 In2
B —27%x 27% L
 In2  In?2

—27%x(In2) —27*
= +C

In22
e x(n2)+1
- In22
x(In2)+1
Respuesta: — % +C
2*In" 2




Calculo Integral

41. —Resolver:fx senxdx

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=ux; du=dx; [dv= [senxdx; v=—cosx

=—xcosx—f—cosx dx=—xcosx+fcosx dx

= —xcosx+senx+C
Respuesta: senx —xcosx + C

42.—Resolver:fx cos 3x dx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

dw

u=x; du=dx;fdv=fc053xdx;fdv=fcosw?;
dw
w = 3x; dw = 3dx; dsz

1f d 1 1 3
v—3 cosw w,v—BSenw,—3sen x;

1
= x.gsen3x — fgsen3x dx

1 3 1] 3x d

—3xsen x 3 sen3x dx

Se aplica el siguiente cambio de variable
du

u = 3x; du = 3dx; dx=?

_ 1 3 1f du

—sten x 3 senu 3

1 3 1 11‘ p

—3xsen X 33 senu du

1 1

=§xsen3x—§jsenu du

1
= §xsen3x +§cosu +C

1 1
Respuesta: §X sen(3x) + §c05(3x) +C




Calculo Integral

43.—Resolver:f t5 In|t”| dt

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

6
u=ln|t7|;du=%;fdv=ft5;v=%

=1 |t7|t6 f"é 7 dt =1 |1:7|t6 7ft5dt
St T e e TN TS
6

1 7t 1 7
:_61 7 :_61 7|1 _ ___ +6
6t n|t’| g 6+C 6t n|t’| 36t +C

Respuesta: % t(In|t’| —7/6) +C

44. —Resolver: [ x csc? x dx

Solucién.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x;du=dx; [dv=csc’x; v=—cotx

x(—cotx) — f —cotxdx = —x cotx +fc0tx dx

= —xcotx + In|senx| + C
Respuesta: In|senx| — xcotx + C

45. —Resolver:Jx2 cosx dx

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=2x%du=2xdx; [dv=[cosxdx; v=senx

=xzsenx—f senx . 2x dx =xzsenx—2f xsenx dx

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:
u=x;du=dx; [dv=[senxdx; v=—cosx

= X2 senx — 2<—XCOSX - f — COS X dx)

=xzsenx+2xcosx—2jcosx dx




Calculo Integral

Respuesta: x* senx + 2xcosx —2senx + C

46. —Resolver:farc tan(l/t) dt

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:

= f tan~! (%) dt =

1 /(1 1
u = tan 1(;);du=—mdt;fdv=fdt;v=t

1 1
- tan (?) 't_ft(_t2+1>dt

=t tan () + f (7 ) e

Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=t’+1;du=2tdt

i _1<1)+ t du i _1(1)+1 du
= n —_ —_— = n —_ — JR—
a t u 2t 4 t 2) u

1
=t tan <—>+—ln|u| +C =
t 2

1 1
Respuesta: t tan~! (?) + Eln|t2 +1/+¢C

47. —Resolver:J t arctant dt

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=tan‘1t-du:Ldt-Jdv:jtdt-v=ﬁ

’ 1+¢2 77 ’ 2

=tan‘1tﬁ— i ! dt=lt2tan'1t—1j t dt
"2 2 1+¢t2 2 2) 1+t2

=3t2tan—1t_lfﬁdt

2 2 1+ ¢2

=1t2tan‘1t—lj1+t2—Ldt

2 2) 1+t2 1+1¢2




Calculo Integral

_1t2t 1, 1f 1+ t? 1 it
-t 2] \1ve2 152

1 1 1

=—t2t ‘%——f(l——)dt

20 an 2 1+¢2

—1t2t 1t 1(fdt f 1 dt)
—pt 2 1+ t2

1 1
= Etz tan~1t — E(t —tan~1t)

—1t2t 1t 1t+1t 1t4C
—2 an 2 Zan

1, _1 i 1
Respuesta: Et tan "t + Etan t— Et +C

48. —Resolver:fr2 senr dr

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=r%du=2rdr; [dv=[senr; v=—cosrdr

=—r2cosr—J —cosr .2rdr = —rzcosr+2f rcosr dr

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=r;du=dr;[dv=[cosrdr;v=senr

= —TZ cosr + 2(7‘581’17’ —fsenr dT')

= —r2cosr + 2rsenr — Zfsenr dr

Respuesta: —r? cosr + 2rsenr + 2cost + C

49, —Resolver:Jz3 Inz dr

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

4
u=Inz; duz%dz; [dv = [Zz3dz; v=z:

1 z* z* 1d 1 4 1j 34
=lnz.——-|—.—-dz ==-z"lnz—-| z°dz
4 4 z 4 4




Calculo Integral

_1 4] 1Z4+C ! 4] ! Y+ C
—ZZ nz Z Z ZZ nz EZ

1
Respuesta: 16 z*(4lnz-1)+C

50. —Resolver:fln2 x20 dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:

u = In? x2%; du = 4otn 220 dx; [dv = [dx; v=x

96.401nx
= x In? x2° dex—xlnz 20 f401nx2°dx

= xIn? x2° —40flnx20 dx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
20
u=lnx2°;du=7dx;fdv=fdx; v=2x

20
= xIn?x%% — 40 (xlnx20 - fae.gdx)
= xIn? x?° — 40x In x?° +40.20fdx

Respuesta: xIn® x2° — 40x1n x2° + 800x + C

51. —Resolver:fxsex dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x% du=5x*dx; [dv=[e* v=2¢€"

= x%e* —j e*5x*dx = x%e* — 5fx4exdx

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=xYdu=4x3dx; [dv=[e"; v=2e*




Calculo Integral

=x%e* -5 (x“e" - f ex4x3dx)

= x%e* — 5x%e +5.4fx3exdx

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=x%du=3x2dx; [dv=[e5v=¢e"

= x%e* — 5x%*e* + 20 (x e* fe"szdx)

= x5e¥ — 5x%e* 4+ 20x3 e* — 20.3 f x%e*dx

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=x%du=2xdx; [dv=[e*; v=¢€"

= x5e¥ — 5x%e* 4+ 20x3 e* — 60 (xze" — f e"2xdx)

= x5e¥ — 5x%e* 4+ 20x3 e* — 60x%e* + 60.2 f xe*dx

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=x;du=dx; [dv=[e" v=¢e"

= x%e* — 5x%e* + 20x3 e* — 60x2%e* + 120 (xex - f exdx)

= x%e* — 5x%e* + 20x3 e* — 60x2%e* + 120xe* — 120e* + C
Respuesta: e*(x> — 5x* + 20x3 — 60x% + 120x — 120) + C

52.—Resolver:J el cost dt

Solucién.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:

u=eYdu=e'dt; [dv= [cost; v=sentdx

fetcostdt=etsent—j sent et dt

fetcostdt=etsent—fet sent dt

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la

integracion por partes:

u=e;du=e'dt; [dv= [sent; v=—cos tdx




Calculo Integral

fetcostdt=etsent—(et.—cost—f—costet dt)
fetcostdt:etsent+etcost—fetcostdt

fetcostdt+fetcostdt=etsent+etcost

1 1
2fetcostdt=etsent+etcost :Eetsent+§etcost+C

1
Respuesta: Eet(sen t+cost)+C

53.—Resolver:f e*sent dt

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=e"; du=ae*dt; [dv= [sent; v=—costdt

fe“tsentdt= eat.—cost—f—cost ae®dt

featsentdt = —eatcost+afeat cost dt

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=e";du=ae"dt; [dv=[cost; v=sen tdt

jeat sentdt = —e* cost+a (ea't sent — f sentae™ dt)
jeat sentdt = —e* cost + ae* sent — a? f e sentdt
f e*sentdt + a® f e sentdt = —e* cost + ae* sent
feat sentdt (1+a?) =ae*sent—e*cost

(1+ az)fe“t sentdt = ae%* sent —e% cost

e“(asent —cost)

Respuesta: d+ad) +C




Calculo Integral

54. —Resolver:fx2 senh x dx

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x% du=2x; [dv=[senhx; v=coshxdx

= x2% coshx — f coshx 2x dx

=x2coshx—2fx cosh x dx

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=x;du=dx; [dv = [coshx; v=senhx

= x?coshx — 2 (x senh x — f senh x dx)

= x%coshx — 2 x senhx + 2jsenhxdx

= x?coshx — 2x senhx + 2 coshx + C
Respuesta: (x? + 2) coshx — 2 x senhx + C

55.—Resolver: dx =

SI_JWJW

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

ex
=e";du=exdx;fdv=f dx; w=1-e*dw=—-e*dx
V1 —e*

A = dw e’ dw f Yy dw: v = w'/2
X=-—riv= T o V= w w; v = 1/
2
v=—2w2
=—Zex\/1—e"+2fex\/1—ex dx
Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=1-e% du=—-e*dx; dx——‘:—:
du
=—Zex\/1—ex+2(jex u.—§>




Calculo Integral

—Ze"\/1—ex—2(fu1/2 du) = —Zex\/l—ex—ZIul/Zdu

3
u /2 4
= —2e*VI—eX -2 3 ~2e"VT—e¥ (1~ e’ 4 ¢
2

= xm—— (1—eX)3+¢C
—6e*\/1—e* — 4(1 —e*)V1—e* Le
3
2
=—§(Sex\/1—e"+2(1—e")\/1—e")+C

2
= —§\/1 —eX(3e*+2—-2e¥)+C
2
Respuesta: —5\/1 —eX(e*+2)+C

56. Resolverf dx—f
V1 —x2 \/ﬁ
Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x2;du=2xdx;fdv—fJ_dx w=1-x%dw=—2xdx
1
_dw e xodw e Sl 1wz
dx = Zx,v—f i VT wa 2dw; v =—+ T,
v= —w1/2; v= —/1—x2
=x?(—V1—-x2) - [—V1—x?2x dx
= —x? 1—x2+2fx 1—x2dx
Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=1-x% du=-2xdx; dx = -2
2x
u
= —x? 1—x2+2(fx\/ﬂ.——>
2x
2 [ 2 1 2 w2
= —x 1—x2—§( u 2du)=—x \/l—xz—v
2

_ =3x2V1—x2-2/(1 —x?)3

C
3 +




Calculo Integral

= —%(3x2\/1—x2 —2(1—x)1-x%) +C
1
= —§\/1 —x2(3x2+2-2x*)+C

1
Respuesta: — =+ 1-x2(x2+2)+C

sen2x

ex

57. —Resolver:f dx = fsen(Zx) e *dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=-sen2x; du=2cos2x; [dv= e

fsen(Zx)e‘x =sen(2x).—e ¥ — f —e*2cos(2x) dx

Xop=_—egX

jsen(Zx) e * =—sen(2x)e™* +2 j e™* cos(2x) dx

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=cos2x;du=-2sen2xdx; [dv=[e* ;v=-e*
[ sen(2x) e™* = —sen(2x) e™* + 2(cos(2x) . —e ¥ —
[ —e™(—2sen(2x) dx))

jsen(Zx) e ™ =—sen(2x)e ™ — 2cos(2x)e™
- 2.2fsen(2x) e *dx

f sen(2x) e ™ = —sen(2x) e ™ — 2 cos(2x) e™*
— 4_[ sen(2x) e * dx

fsen(Zx) e ™+ 4f sen(2x) e *dx
= —sen(2x)e™* — 2 cos(2x) e™*

5 f sen(2x)e™ = —sen(2x) e ™ — 2cos(2x)e™* + C

1
=z (—sen(2x) e ™™ — 2cos(2x)e ™)+ C




Calculo Integral

1
Respuesta: ge‘x(—sen(Zx) —2cos(2x)+C

58. —Resolver:f In%x dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la féormula de la
integracion por partes:

2Inx

u=In%x; du= cdv=dx; v=x

2 lnx

lnzx*x—fae*

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

=xln2x—2flnxdx=

1
u=lnx;du=;dx;dv=dx;v=x
:xlnzx—Z(xlnx—fdx)=xln2x—2(xlnx—x)+C

Respuesta: x In?x —2xInx +2x + C

Inx
59. —Resolver:J? dx =Jlnx.x_3 dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
1 _ -2
u=Inx;du=_;dv=x 3, v:—xT;

x~2 x? 1 x~? 10 _
lnx —_ —f— *—dx:——lnx+—fx3dx=

2 2 x 2 2
-2
=_ln_’; l(_x_) +C =
2x 2 2
Respuesta: -~ L4 ¢
espuestia: 2 2 4x2

Inx

— dx

Vx
Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:

60. —Resolver:




Calculo Integral

Nl =

X
12,9 =
1/

1 1
= lnx.le/z—f 2x1/2.; dx = 2x1/2 lnx—Zf %ﬂ; dx =

1 _
u=Inx; du==;dv=x
X

N

= 2x1/2 lnx—Zf xY2dx = 2xY? Inx — 2(2x1/%) + C

Respuesta: 2x/? Inx — 4x'/? + C

61. —Resol f X 4
. esolver: (x n 1)2 X

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=xe%; du=e*(1+x)dx; dv = (x + 1) %dx;v=—

=xex(— ! )—f— L eraydx

1
(x+1)

(x+1) G+
_ xe* X e _ xe* X
= (x+1)+fe dx = (x+1)+e +C
xe* +e*(x+1) xe* + xe* + e*
- x+1) - x+1 o=

X

+1

Respuesta: p +C

62. —Resolver: f x2sen 3x dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
cos 3x

u=x%du=2xdx; dv=sen3xdx;v=—
x%cos 3x f cos 3x
3 3

(2x)dx =

3 x2c053x+2j 3 dy =
= 3 3 | xcos3xdx =

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:
sen 3x

u=x;du= dx; dv =cos3xdx;v = 3




Calculo Integral

xzcos3x+2[ (1 3) fl 3 d]—
3 7| X (3 sen3x 3 sen3xdx| =
x%cos3x 2

2
_T+§ xsen3x—§fsen3xdx=

R t._x2c053x+2 3 +2 3x4C
espuesta: ——————+g X Sen 3x + 5 cos 3x
63. —Resolver: f sen (Iny) dy

Solucién.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=sen(Iny); du = %cos(lny) dy;dv=dy;,v=y

1
= ysenlny—j y ;cos(lny)dyz

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u =cos (Iny); du = —isen(ln y)dx; dv=dy, v=1y
1
=ysenlny — (ycos (Iny) + fy; senlny dy) =
=ysenlny — (ycos (Iny) + f senlny dy) =
=ysenlny —ycoslny —fsenlny dy =
= fsenlny dy = ysenlny —ycoslny —fsenlny dy

= 2fsenlny dy =y(senlny —coslny) + C

y(senlny — coslny) 4

> C

Respuesta: f senlnydy =

64. —Resolver: J sen tIn(cos t)dt

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:




Calculo Integral

1
u=Incost; du =— sentdt; dv =sent; v = —cost
cost

1
Incost(—cost) — f(—cost) (— ot 5" t) dt =

—lncostcost—fsentdt=—costlncost—(—cost)+C

= —costlncost +cost+ C
Respuesta:cost (—Incost+ 1)+ C

65. —Resolver: f e*cosxdx

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=e*du=e*dx; dv=cosx; v=senx

=e*senx — f senx (e¥)dx =

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=e*du=e*dx; dv=senx; v=-—cosx

=e*senx — [e"(— cosx) — f(— cosx)e* dx] =
=e*senx — (—ex cosx + j(cosx)ex dx) =
:exsenx+excosx—fe"cosxdx=
:fe"cosxdx:e"senx+excosx—fexcosxdx=
= ZJexcosxdx =e*(senx +cosx)+C

e*(sen x + cosx)

Respuesta: j e*cosxdx = > +C

66. —Resolver:J tVt +1dt = J t(t+ 1DV2 dt

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la

integracion por partes:




Calculo Integral

u=t;du =dt; dv=(t+1)1/2;v=2(t+;)3/2
2(t + 1)3/2 2(t 4+ 1)3/2
3 3
2 2
=§t(t+1)3/2—§f(t+1)3/2dt=
3 5
2 2| 02 2 2 (262
=32 32 -~ — =z 3/2 _ %
3 te+1) 3|5 +C=3tt+D) Sl R
2
2 3 4 5
==t(t+1)2—-——02+C
7 e+ D2 -

2 4
Respuesta: 3 t(t+1)3/2 — E(t + 1)5/2 +C

67. —Resolver:flnleldx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1
u =In|3x|; du:;dx; dv=dx, v=x
=x In|3x| — [x~ dx =x In|3x| — [ dx =

Respuesta:xIn3x —x+C

68. —Resolver:J t2t+7dt

Solucién.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=t;du=dt; dv=Q2t+7)V3 v= E(Zt + 743

= t(%(Zt + 7)4/3> - f%(Zt + 7)§dt =

3 3 4
= gt(Zt + 7)4/3 ~3 j(2t+ 7)3 dt =

Se aplica el siguiente cambio de variable:
a=2t+7; da=2dt




Calculo Integral

7
3 31 4 3 3 [ a3
— 4/3 _~ 3 —_ 4/3 _ ~ |
8t(2t+7) 8*Zf(a)3dt 8t(2t+7) 6\ 7 +C
3
7
3 3 [ 3a3
==tQRt+ N3 —-—|— | =
8( +7 16\ 7
Respuesta: §t(Zt + 7)4/3 — i(Zt + 7)1 +C
'8 112

69. —Resolver:fln|7x5| dx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

5
u=ln|7x5|;du=;dx; dv=dx;v=x
5 5 5
=x In|7x>| — x;dx=xln|7x | =5 dx =

Respuesta: x1In |7x5| —-5x+C

70. —Resolver:Jtan_lx dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

_ 1
u=tan 1x;du=——dx; dv=dx; v=x
1+x2

tan™! f ( ! )d

=xtan”™ " x— | x x =
1+ x2

Se aplica el siguiente cambio de variable:

a=1+x%da=2xdx

1 (da 1
=xtanlx—=| —=xtan"'x—=lna+C
2) a 2

1
Respuesta: x tan™1 x — iln(l +x%3)+C




Calculo Integral

71. —Resolver:f t(t— 1)%dt

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
12 (t—1)13
u=tdu=dt;dv=_(_t—-—1)“dx; v= 3
- (t—1)13) - . _ Ee-nt¥ 1 13
_t( 13 / 13 dt =t 13 13f(t 1™ dt
Se aplica el siguiente cambio de variable:

a=t—1; da=dt
(t_1)13 _ if a13 da =t —_
13 13 13 13
t-1DB¥ -
13 182

(t-1)13 1 (a_“) ny
14

=t

Respuesta: t +C

72.—Resolver:fx2ex dx

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x%du=2xdx; dv=e*; v=e*

= x%e¥ — J 2xe* dx =x%e* — ZJxex dx =
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
u=x;du=dx;, dv=e*v=e*

=x%e* -2 (xex - f exdx> = x%e* — 2xe* 4+ 2 f eXdx =

Respuesta: e* — 2xe* + 2e* + C

73.—Resolver:Jx3e"2 dx = szerx dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:

1 2
u = x%;du = 2x dx; dv = xe?*; v = Ee"

x2e2x 1 2 xzex2 )
= ——fex 2x dx = > —fxexdx=

2 2




Calculo Integral

x2e 1
2 —Eex2+C

Respuesta:

74.— Resolver: f In (x ++1+ xz) dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1 dx
u=ln|x+(1+x2)7|;du= idv=dx;v=x
vxz +1
dx
=xln|x++1+x2 —fx<—>=
| | VxZ+1

Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=x*+1;du=2x

1 (du
=xln|x++1+x2 5| T=
uz

1
=xln|x++1+x2 ——fu_fdu=

=xlnlx+V1+x2|—-uz+C

x+]1+f

75.— Resolver: f e*sen x dx

—Vx2+14+C

Respuesta: xIn

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=e% du =e*dx; dv =senxdx; v=—cosx

= —e*cosx — f —cosx e¥dx =

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=-e* du=e*dx; dv=cosxdx; v=senx

= —e*cosx +e*senx — f e*senx dx =

—e*cosx +e*senx =2 f e*senx dx =




Calculo Integral

e* e*

=——cosx+—senx+C =
2 2

X

e
Respuesta: > (—cosx+senx)+C

76.—Resolver: f 3*cosx dx

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=3% du=3"In|3|dx; dv=cosxdx; v=senx

=3%senx —f3xln|3| senx dx =

= 3*sen x — In|3]| f 3Esenx dx =

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u = 3% du=3"In|3|dx; dv=senxdx; v=—cosx

= 3*sen x — In|3| (—3" cosx — f — cosx 3% In|3| dx) =
= 3*sen x — In|3| (—3" cosx + In|3| j 3*cosx dx) =
= 3*sen x + 3*In|3| cos x — (In|3])? f 3*cosx dx =

= 3*sen x + 3*In|3| cosx = (In?|3| + 1)f3xcosx dx =

= (3*sen x + 3*In|3| cos x) B

(In?2|13]+ 1)
3*(sen x + In|3| cos x
Respuesta: ( 3 31 ) Cc
(m*131+1)

77. —Resolver:fx(Zx + 5)1%dx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

(2x +5)1

u=x; du=dx; dv=_2x+5"19 v 57




Calculo Integral

11 11
:x<(2x+5) )‘f(2x+5) e =

22
x(2x + 5)1 "
—T——Zf(2x+5) dx =
_xQx+5M" 1 J‘ 1 gy = x(2x + 51 1 u'?
- 22 4q) v T T 4412
_ x(2x+5)11 ﬁ L C=
22 528
24x(2x + 5)11 — (2x + 5)12
Respuesta: ( )528 ( ) +C

78. —Resolver: fxsen ( ) dx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x; du=dx; dv=sen(§); v=—2cos(2)+C

( 2 cos 2 )) [ —2cos () dx
= —2x cos (g) + f 2 cos (;) d
=—2x cos (g) +2[ cos (;‘) dx =

=—2xcos()2—c)+2*2f cosudu——Zxcos(2)+4senu+C

X =

X
)+4sen(

. )+c

Respuesta: — 2x cos ( >

79. — Resolver:Jxlnx dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la

integracion por partes:
1 x?
=Inx;du=—-dx; dv=xdx; v=—
X 2

_xz(1 ) fxz 1d _xz(l ) 1-[ p
= (nx 5 xdx= - (nx) =5 | x dx
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_xz(l ) 1 xz_
B R

x? x?
Respuesta:i(lnx)—Z+C

80.— Resolver:fx3 Inx dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1 x*
u=Inx; du=—-dx; dv=x3dx; v=—
X 4
x* x** 1 x* 1
= — - | — — = — __ 3
) (Inx) f y) .%dx ) (Inx) 4fx dx
4(1 ) 1 x4-
Ty Ty T
4 4
X X
Respuesta: T(lnx)_1_6 +C

81.— Resolver:J tan lydy =

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1
u=tan‘1y;du=ryzdy; dv=dy,v=y

y tan -l(y)—jy(l -|-1y2> dy ==ytan‘1(}’)_f(%yz) dy

1 (du 1
_ “1(y _ = _ “1(y) — =
=ytan " (y) 2_[ ” y tan™*(y) > Injlul+C

1
Respuesta: y tan™1(y) — iln|1 +y}+C

82.— Resolver: J 4x sec?(2x) dx

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
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1
u =4x;du = 4dx; dv = sec’?(2x); v = Etan(Zx)

4y <tan2(2x)> B ftanéZx) 4 =

= 2x tan(2x) — f tan (2x) 2dx = 2x tan(2x) — f tan (u) du =

= 2x tan(2x) — (—In|cosu|) + C
Respuesta: 2x tan(2x) + In|cos 2x| + C

83.— Resolver:fp“e"p dp

Solucién.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u =p* du = 4p3dp; dv = e Pdp;v = —eP

= —p4e‘p+fe‘p4p3dp=—p4’e‘p+4fe‘pp3dp=

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u = p3; du =3 p%dp; dv = e Pdp;v = —eP

=-—pte?P+4 (—p3e‘p - f —3p2e7P dp) =
=—p*eP+4 (—p3e‘p +3 j pZeP dp) =

=—p*e P —4p3eP +12 f p?e P dp =

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=p% du=2p dp; dv=ePdp;v=—eP

=—pteP —4p3e P + 12 (—pze‘p — j —Zpe‘pdp)

= —pteP —4p3e P — 12p%e P + 24f pe Pdp

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=p; du=dp; dv = e Pdp;v = —e™?P

= —pte P —4p3e P — 12p%e P — 24pe P — 24(eP)+ C
Respuesta: — e P(p* +4p3 + 12p% + 24p + 24)+ C
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84.— Resolver:f esend do

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=-¢e? du=e%d0; dv=sen0d0: v=—cos6

= —efcos 6 — f —cosB e? do =—ecos 6 + f cosO e? do =

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=-e? du=e%d0; dv=cos0do; v =senb

—e%0s60 +esen 6 — f e? send do = f e? send do

—e%cos 0 +esend =j e? send d9+f e? send do =

—e%cos0 +esend =2 | e send do
—ePcos 0 esenB
Respuesta: 2 + 2

85. —Resolver: J(x2 —5x)e* dx

Solucién.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=x*-5x;du=2x-5dx; dv=e~; v=e*

=(x2—5x)ex—f(2x—5)e" dx =
= (xz—5x)ex—(2fexxdx—5fexdx)

=(xZ—Sx)ex—Zjexxdx+5jexdx

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:
u=x;du=dx;dv=e*;v=e*

= (x? — 5x)e* — 2 (x eX — f exdx> + 5e*

= (x? — 5x)e* — 2xe* + 2e* + 5e* + C
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=e¥x% —5xe* —2xe* +2e¥ +5e*+ C
=e*x% —Txe* 4+ 7e* +C=

Respuesta: e* (x> —7x+7) + C

86. — Resolver: f t? cost dt

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la féormula de la
integracion por partes:

u=1t% du=2tdt; dv =cost; v=sent

:tzsent—IZtsentdt=tzsent—2ftsentdt=

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=t du=dt; dv=sent; v=—cost

= t? sent—Z(—tcost)—Zf—costdt
=t? sent+2tcost—2fcostdt=

Respuesta: t> sent + 2tcost — 2sent+ C

87.—Resolver: fln(x+x2) dx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=In|x+x?|; du = (1+2x)dx; dv=dx; v=x

x + x?
) 1+ 2x
=x In(x +x*) — x<x+x2)dx=
_ N x(1+ 2x) _
=x In(x + x*) _[—x(1+x) dx =
142
=x In(x + x?) — %dx=

Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=1+x;du=dx;x=u-1

=xln(x(1+x))—(jci—u+j12_:dex)=
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=x ln(x(1+x))—(lnu+2fuT_1 du) =

=X ln(x(1+x))—lnu—2(f§ du—f‘i—u) =
=x ln(x(l +x)) —Inu—-2(u—-Inu) =
Respuesta:x In(x(1+x)) —In|1+ x| - 2[(1 +x) —In|1 + x|] + C

88. —Resolver: f xVv1l—xdx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
1 2,/(1—x)3
u=x;du=dx; dv=_1-x)2dx; v=_¥

3
2x+/(1 — x)3 2+/(1 —x)3 Dy =
a f_f DY A
__Zx (13_x)3+zf(1_x)%dx:
=_2x(13—_x)3 Zf(u)Zdu—
_wa/(ls—x)3_%ug+c_ 2xw/(1—x)3 4(1 x)g+C

2x+/ (1 3
Respuesta: —%— 15 /(1 ) +C

2x

89. —Resolver: J 2xt 1)2
Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1 1

A+202" " "22x+ 1)

. 1 (e?* + 2xe?*)
- (sern) | (S )
xe?* 1 (e?*2x+1)

T22x+ D 2) @+ D

u = xe?*, du = e** + 2xe**; dv =
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Se aplica el siguiente cambio de variable:

u=2x; du=2dx

3 xe?* ua xe?* 1

- _2(2x+1)+1fe du=-—oxsn tae T¢

xex 1

Respuesta: — m + Ze +C

5 x2 5 du
90. —Resolver: | x°e* dx = | x>e* o
X
Solucion.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:

2 du
u=x“du=2xdx;dx =—
2x

zlfuze“du:
2

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
u=u?%du=2udu;dv=[e";v=e"

1 1
=3 [uzeu - f et (Zu)du] =3 [uzeu -2 f et udu]

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:

u=u;du=1du;dv=]e";v=e"

= %[uze” —2(ue* —e")] = %[(xZ)Zexz _ 2(x2ex2 _ e"z)]

Respuesta:

91. — Resolver: f x*Tan™! (x)dx

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
1

= tan"'(x);du = ;d
u=tan " (x);du 21

X3
3

v:fxziv=
= (tan_l(x)));_g_ fx3_3(x21+ 1) ax
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x3

(t —1( )) x? 1f d
=(tan""(x)) =——= x

3 3J)x%+1
Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=x>+1du=2xdx; x>=u—-1

x3tant(x) 1 [x31 x3tant(x) 1 [ x?
e w ——du_———f—dx
3 3) u2x 3 3) 2u
x3tan‘1(x) 11fu—1
_ du
3
_ x3tan” 1(x) U f _ x*tan™'(x) 1[ Inful]
= 3 ¢ lu—Infu
x3tan t(x) 1
:—()——[x2+1—ln|x2+1|]
3 6
R . Btan™'(x)  x? In|x? + 1| iy
espuesta: 3 3 6 3

92.—Resolver: f Sen? (y)
Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=y,du=1dy;dv=| v = —Cot (y)

1 .
SenZy’
— y(=Cot () - [ ~Cot)ay
= —y Cot(y) — (—In[Sen(y)]) + C
Respuesta: —y Cot(y) + In|Sen(y)| + C

eSen '

Solucion.-

Se aplica el siguiente cambio de variable:

93. —Resolverf dy = fye”du

— -1(a). —_1 cdv = — 2
u=Sen'(y);du = \/1_—},2‘13" dy =./1—-y?du
u =sen " 1(y);y = sen(u)

=fe”sen(u)du =

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la

integracion por partes:
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u=e%du=e*dv= fsen(u);v = —cos(u)
= eu(—cos(u)) - f(—cos(u))eudu

= —cos(u)e* + f cos(u) e*du

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=-e%du=e"dv= f cos(u);v = sen(u)
fe“sen(u)du = —cos(u)e"* + [eusen(u) - f e“sen(u)du]
2 j etsen(u)du = —cos(u)e" + e*sen(u)

1 1
= —E(—cos(u)e“ +etsen(uw)) = —Ze“(—COS(u) + sen(u))

Respuesta: —%ese"_l(y) (—cos(sen_l(y) + sen(sen_l(y)) +C

94. — Resolver: f(yz + y)e(l—Zy)dy

= fyze(l_z.y)dy.i_fye(l_zy)dy

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=1-2y,du=-2dy

1
u = y?%du=2ydy;dv = J e1=2y) . = _Ee(l—Zy)

1
u=y;du=1dy;dv= je(l‘zﬁ;v = _Ee(l—Zy)

1 1
- [yz (_Ee(l_zy)> _ j —Ee(l_ZY)(Zy)dy]

1 1
b))

2
- [_y?e(l—zw N jye(l‘”)dy] N [_%e(l—zw +%j e(l‘ZY)dy]

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:
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1
u=y;du=1dy;dv= f e1=2);p = _Ee(l—Zy)

[ 2
- _y?e(l—Zy) + () (_%e(l—zw)_f_%e(l—zwdy]

)

[ 2
_ Y a2y o (LY a-2y) lf (1-2y)
=72 e +( S€ )+ )€ dy

Y ey 1L (1—2y)]
+[ 2¢ ¢

[ 2
_ Y a2y (LY a-2y) 1<_l)f u
= 2 e +( 2e )+2 > et du

Y ey L (1—2y)]
+[ 2¢ 4¢

[ 2
Y acey (LY a1 azy
e +( 5€ ) 2¢

[——e(l 2y) _ le(l 2y)]

1
Respuesta: }; e1-2y) —y ed-2y) — ie(l—Zy) +C

95.— Resolver:f Cos(y)VeY dy

Solucién.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

Yy

ez
u=\/5;du=7 ;dv=fCos(y); v = Sen(y)

y
= \/e_y(Sen(y)) —jSen(y) % dy

= V¥ (sen() — [ eXsencrray

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
Yy

ez
u=\/5;du:7;dv:JSen(y); v=—Cos(y)
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Yy

= Ve (sen()) — 5 [V (Cos») - [ ~ Cost) | 5 |y

= \/e_y(Sen(y)) + %\/e_y(Cos(y)) — %f e%Cos(y)dy
= Zf Cos(y)VeY dy = VeY(Sen(y)) + %\/e_y(Cos(y))
Respuesta: %\/E(Sen(y)) + é\/g(Cos(y)) +C

In%x

<573 dx

96. —Resolver: f

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la

integracion por partes:

2Ilnx 3

x - 2x2/3

5 3 3 \2inx 3in%x Inx
=ln“x|——= |- ——|—dx=- —+3 | — dx
< £ X el 2
2x3 2x3 2x3 x3
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

— 1124 _ . _ (1t .. _
u = In’x;du = dx,dv—fxﬁ,v—

1 1 3
u=lnx;du=—;dv=f—5;v=——2
x S
) X3 2x3
3In?x 3 3\1
=— Z+31nx -— —j -— ;dx
2x3 L 2x3 2x3
3In?x 3lnx 3 (dx
=Tz t3T 2 +Ef_§
2x3 | 2x3 x3
3In?x [ 3Inx 3 _s
= — 2 — 2 +§jx 3dx
2x3 | 2x3
[ S
3In%x 3lnx 3( x73
SRR ] R R (-
2x3 i 2x3 —§+1
3In?x [ 3Inx 3 3
= +3|-—g t3| -
2x3 | 2x3 2x3

100



Calculo Integral

3 3ln2x+3[ 3lnx 9

2 2 2
2x3 2x3 4x3
3in*x 9lnx 27
Respuesta: — 5—— —— ——*+C
2x3 2x3 4x3
In(2 + x
97.—Resolver: f¥ dx
Vx

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

1 1 3x
=1n|2 + Yx|;du = 3x3(2+3\/’);dv_3_‘/;:v_7
3§ 1 396§
=ln|2+§/§|%—f——dx
3x%3(2 + Vx)
3 2
= 2 x3n|¥x +2 —f—d
7% |V +2| 2@z +2)

Se aplica el siguiente cambio de variable:
1
u = x3; u® = x; 3u?du = dx;
3 2 1 ( 3u?du
=—x3In|¥x+2 ——j
2 |\/_ | 2) u+2
v=u+2;u=v—-2;dv=du

2)%d
:§x3ln|\/_+2|__fw
3 —4 4 d
xgln|\/_+2|—— Wi —4vtddv
2 v
3 2
E §n|\/_+2|—— j——4+ dv]

3
Respuesta: —x3 ln|§/_+2|—_< (V—+2) _4_@/—_'_2)

+4ln|3§/§+2|>+c
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98. —Resolver:fSec:‘(m)dm = fSecz(m) Sec (m) dm

Solucion.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=Secm;du =SecmTanm;dv = sec’?m;v = Tanm

:SecmTanm—ftanmsecmtanm dm
= SecmTanm — [ tan®> msecmdm

:SecmTanm—f(Seczm—1)secmdm
:SecmTanm—fSec3mdm —jsecmdm
2[5ec3m= SecmTanm — In(secm + tanm)

1 1
Respuesta: ESec mTanm — Eln(sec m+tanm)+C

x+2 u+1+2
99, —Resolver:J d =j —du
x—1 u
’3
=J —+ 1du
u
Solucién.-

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u=x—1,x=u+1; du=dx

3 3 3 u?dv

v=—;u= —dv=——2du; — =du
u 3
1/3\2 1 [ /3\*

=f—§<;) vv+1dv=—§f<;> VU+1dU

1 (9vv+1 vv+1
=__f—dv=_3j dv

3 v2 v2

Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

u=\/v+1;du=2
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-l

Vv +1 1
=3 v _f_Zv\/v+1dv]
Vv +1 1 1
=30 v _E.fv\/v+1dv)]

Se aplica el siguiente cambio de variable:

1
=vv+1;dw =—dv
2w

Vv +1 1 2
=3 = (o5 [ g dw
w?—1=—(-w?+1)

vv+1 1 1
=3 - 32 cE )

v+1 1 1

- (52~ )

:_3(_\/v+1_(11n(w+1))

x—1
e [1f [T
Respuesta: —3|— +C
3 X+ 2 1
x—1

100. —Resolver: J(y +1)2(y+1)?%+3)% dy

Solucion.-
Se encuentran los valores de u, du, dv y v para aplicar la formula de la
integracion por partes:

u=(Qy+1%du=2(y+1)dy;dv = f((y +1)% + 3)2dy;

1
=§(y+1)5+2(y+1)3+9(y+1)
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1 7 5 3
=§(y+1) +2(y+1)°+9(y+1)
2
- fg(y +1)° +4(y + 1* + 18(y + 1)%du

1 2 4
=z + D +20+ D+ + D -2+ D —c O+ D°
—-6(y+1)3+cC
1 6
Respuesta: 7(y+ 1)7 +§(y+ 1)5 +3y+1)i+cC
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3.2EJERCICIOS PROPUESTOS DE

INTEGRACION POR PARTES

Utilizando la técnica de integracion por partes, resuelva las

siguientes integrales:
1.—fln2a) dw

B 6 Cos 0

' Sen?6
3.—fﬁSen_1ﬁ dp

4.—fCosz(lnp) dp

5.—fw\/1—a)da)

Respuestas a los ejercicios propuestos
Lolnw(nw—-2)+2w+C
2: —0CscO +1In|CscO—Cotb|+C

2p%-1

3: F Sen‘1ﬁ+§ 1-p2+C
2pSen (2Inp) + pCos (21In

4:g+ p Sen ( p)lop 2Inp)

‘. _20),/(1—0))3_ 4

_ PR
3 15 1-w)y+cC

C
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4. SUSTITUCION
TRIGONOMETRICA

Para esta técnica de integracion se utiliza las identidades
trigonométricas y conceptos fundamentales de trigonometria.

Recordemos las funciones trigonométricas a partir de un triangulo
rectangulo, segun (Larson, R., 2012).

2
e“&
X

«°

cateto adyacente

Seno
cateto opuesto
Sen 0 = -
hipotenusa
Coseno
cateto adyacente
Cos 0 = -
hipotenusa
Tangente
cateto opuesto
Tan 6 =

~ cateto adyacente

cateto opuesto

Cotangente

cateto adyacente
Cot 0 =
cateto opuesto

Secante

hipotenusa

Sec 0 =
cateto adyacente

Cosecante

hipotenusa

CscO =
cateto opuesto
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También se puede identificar que:

Cotangente
1
Cot =———
Tangente
Secante
Sec = ——
ec Coseno
Cosecante
Csc 6 =
5¢ Seno

Para realizar una integral indefinida por medio de sustitucion

trigonométrica se tendra presente que la integral debe tener las
siguientes formas de radical:

Formas de  Sustitucion Simplificacion
radical

[a2 — x2 x=aSent Ja?z — (a Sent)?
=+/a? — a?Sen?t
= \/a%(1 — Sen?t)

=a+Cos?t=acCost

Jaz+x2 Xx=aTant Ja? + (aTant)?
=4 a? + a?Tan?t
= \/az(l + Tan?t)

=a+Sec?t=aSect
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[x2 — g2 x=alSect J(aSect)? —a?
=+ a%Sec?t — a?

= \/aZ(Seczt -1)

=a+Tan’t=aTant

Es decir, el proceso de integracion es:

- Se identifica la forma de radical determinado de esta
manera cualquiera de los 3 casos mencionados
anteriormente.

- Se identifica la sustitucion y se deriva con respecto a la
funcion integrable.

- Se identifica la simplificacion.

- Se reemplaza la forma del radical por la simplificacion y
la funcidn por la sustitucién completando el diferencial de
la funcién integrable.

- Se procede a realizar la integracion utilizando integracion
directa o cualquier otra técnica de integracién (Purcell, E.
etal., 2007).
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4.1 EJERCICIOS DE INTEGRALES
CON SUSTITUCION

TRIGONOMETRICA
dx

1. —Resolver: f—
x2Vxt +1

Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion

trigonométrica:
secZt f sect
tan?t - sect tan?t

1
P cost du
j—c"szt dt = f dt= | — = ju‘zdu
sen?t sen?t u?
cos?t

Se aplica el siguiente cambio de variable
u=sent du= costdt

u?t 1
=—-——+tc=——+c¢
1 u
1
= — + ¢c;
sent
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno:
x 1
sent = ———=; = — ———tC =
x2+1 —_—
vx?+1
Vxz+1
Respuesta: — —x +c
Sustituciéon \
x=atant > X
x =tant; tant = x
dx = sec®t .
Simplificacion
x = sect
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8dw
w2V4 — w2
Solucion.-
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion

trigonométrica:
f 2cost 8 f dt

2.— Resolver: f

dt = _

4 sin?t - 2eost 4 | sin?t
8

=chsczt dt—2 cott +c;

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Cotangente:

V4 — w?
cott = ———
w
4 — w2
Respuesta: —2 -———+ ¢
w
1
Sustitucion
w=asent y W
w = 2sent; Sentzg
dw =2costdt 4 — w2

Simplificacion
w= 2cost

9 — w2

dw
w2

3. —Resolver: J

Solucién.-
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

j‘3cost -BCostdt_9J‘coszt
(3sint)? 9

=fcot2tdt=—c0tt—t+c;

sin?t

Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funcion Cotangente y el
valor de t:
9 —w?

cott = —; t=sin"
w 3
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Respuesta: — —w sin " +¢c¢

Sustitucion
w=3sent >
dw = 3 cost dt
Simplificacion w
w = 3 cost

9 — w2

4x?
4. —Resolver: | —————dx
1-x2)72

Solucién.-
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

sin?t - €ost sin®t
4| ————dt =4 5 dt

cos3t cos?t

= 4jtan2t dt = 4(tant — t) + c;

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Tangente y el valor
de t:

X —
tant = ———=; t=sin""x

vi—x2’
Respuesta: Ax
p " J1-x2

—4sin'x +¢

Sustitucion
x=sent
dx = cos tdt

Simplificacion Ji-22

X =cost
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dx

5.—Resolver: f— =
(4 - x)2

Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion

trigonométrica:
dt—lf d —1f 2tdt
Beos2t " 4) cos2t  4) °¢

1t t+
=-—tan c;
4

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcién Tangente:

X
tant = —— =

V4 — x2

Respuesta:
P 4 = x2

Sustituciéon
x=2sent X
dx = 2 cost dt
Simplificaciéon Va4 —x?

x = 2cost

2x+1

6.— Resolver: | —
f x2+2x+2
Solucién.-

Se descompone el denominador de la siguiente manera:

_J 2x+1 d 2x + 1 4
2+ D+ C-D 7T ) Grr a1

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x+1, du=dx; x=u-—-1

_fZ(u—1)+1d _qu—ld _2_[ u p f du
B u+1 w= u?+1 u= u2+1u uz+1

Se realiza el siguiente cambio de variable:
v=u’+1 dv=2udu

dv seeZt
=f f dt_znv—fdt_

=ln((x+1)2+1)—t+c
Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcion t:
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=n(x?*+2x+1+1) —tan"(x+ 1) +¢
Respuesta: In(x?> +2x+2) —tan '(x+ 1) + ¢

Sustitucién
x =a tant >
v
u=tant N
du = sec’t dt u
Simplificaciéon
u= sect I
7 —Resol f 2x—1
.—Resolver: | ——
x2—-6x+18
Solucién.-
Se descompone el denominador de la siguiente manera:
2x—1 2x — 1
2 _ dx T2 1o
(x2 —6x +9) + (18 — 9) (x—3)2+9

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x—3; du=dx; x=u+3

_ 2x—1d _ 2(u+3)—1d 3 2u+5du
- [t = | T = | s

—2] d +5J du
- 2+9u uz+9

Se realiza el siguiente cambio de variable:
v=u’+9 dv=2u du

P —dt =Inv +5 d
f f nv+f9_se%u

=2lnv+- jd =21 +5t—2l +5t ‘1u+
nv 3 u nv 3 = nv 3(171 3 C
(x—3)

5
=2mmw?+9)+ §tan‘1 +c

-1 &x-3)

Respuesta: In((x —3)2 +9) + gtan 3

+c
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Sustitucion

x=atant; u=3tantt; t = tan -
du = 3 sec?®tdt 0
Simplificacion N

u = 3sect u

8.—Resolver:f%dx
x“+9
Solucién.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:
Jtant - 3-seeZt
= > dt = ftantdt =In|cos t| + c;
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Coseno:
3

X2+9’
Respuesta: ln|

cost =

2+9| te

Sustitucion o X
x=3tant
dx = 3 sec’tdt X
Simplificacion
x = 3sect

9. —Resolver: J
V9 + x2
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacién del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

3 f(3tant)3--@§ec—29dt_ 27 tandt - Beeﬁédt
B 3-sect B 3—seect

Se utiliza la identidad trigonométrica sec?t — 1 = tan?t:
=27 [tan®t - tant -sect dt = 27 [(sec’t — 1) - tant - sect dt
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=27fseczt-tant-sectdt—ftant-sectdt

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=sect; du=sect-tant dt;

27
=27fu2du—sect = gu 3 _sect+c=9sec3t—sect+c

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Secante:

s ((JW)?’) V9

3 3 +c

Respuesta: %(9 +x2)V9 + a2 — _Vg;fxz +

Sustitucion (ﬂ'
x=3tant \d

dx = 3 sec®t dt

Simplificacion X
x = 3sect 3

V4 — x2
10.— Resolver: f de

Solucion.-
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

2cost - 2cost cos’t
| o= [
2sent sint

Se aplica la identidad trigonométrica pitagorica:

(1 — sen? t) 1 senZt
L[S ([ L st
sent sent sent

=2(fcsctdt—fsentdt> =2In(csct —cott)+2cost +c¢

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcion Cosecante,
Cotangente y Coseno:

2 4 — x2 4 — x2
csct=—; cott= ; cost=
X X 2
2 V4 —x2 2V4 — x2
=2In PR > +c=
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2 4 — x2
Respuesta: 2 In x  x +v4—x2+c

Sustitucion
x=2sent

dx =2cost dt
Simplificacion X

x= 2cost
V4 — x?

In3w
11.—Resolver:f—dw
wViniw — 4
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion

trigonométrica:

_ [ (2sect)®-2sect - tant
B j 2tant

= [8sec*tdt =8 [ sec?t -sec’tdt =

dt =

= 8f(1 + tan®t)sec?t dt = 8 (f sec?t dt + f sec?t - tan’t dt)

Se aplica el siguiente cambio de variable:

u=tant; du = sec?t dt
u3
=8tant+8ju2du =8tant+8?+c

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcién Tangente:

3
8 tan3t 8Viniw — 4 8<\/lnzw—4> N
—— c

=8tant + 3 c=——FH + 3 >
Respuesta: 4‘/ln2w -4 + %(lnzw - 4-) /lnzw —4+C
Sustitucién Q

Inw = 2sect » Vin’w —4
de = 2secttant dt

Simplificacion 2

Inw= 2tant
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—X
12.—Resolver:fe—3dx
(9e~2% + 1)z
Solucion.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion

trigonométrica:

tant - —seth tant

:f sec3t sect
sent

:f%‘”dt :fsentdt =—cost+c
cost

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Coseno:

Respuesta: —————+¢
9¢ ¥ +1

Sustitucion s
e *=tant o¢
de™™ = sec?t dt
Simplificaciéon
e ™ = sect

3e™*

dx

13.—Resolver:J—
xV25 — x?2

Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion

trigonométrica:

dt
f5 sent - 5—695—Ed 5 sent

5.fsent gfcsctdtzgln(csct—cott)+c

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Cosecante y
Cotangente:

5 V25—x2 1 (5 \/25—x2>
csct=—; cott= — ==-In|l———— |+
X X 5 X X

Respuesta: 3 ln

(=)
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Sustitucion Y
x =5 sent
dx =5costdt X
Simplificaciéon

x=5cost V25— x?

14.— Resolver: [V1 — u? du

Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

=jcost - costdt =jc052tdt =

1+cos 2t

Se aplica la identidad trigonométrica del angulo medio = cos?t:

—jl+C052tdt—1f1+ tht—lfdt+1f 2t dt
= 2 —2 coS —2 2 coS

Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=2t; du=2dt

1t+1 1 2t + 1t+1 2t +
=—t+— - —sen c=—t+—sen c =
2 2 2 2 4
=%sin‘1u+%sent-cost+c=

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno, Coseno y t:

= %sin‘lu +%(u V1 —u?)+c=
Respuesta: % (sin_1 u+uy1l-— uz) +c

Sustitucion
u=sent N
du = costdt
Simplificacion u
u= cost
Nepm
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2
—dt
tVtt + 25
Solucién.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

15. — Resolver: f

- 5tant - 5seet—2
fsect J‘ J‘ 1 dt—lf L dt
~5.2) tant sent sent 5 ese

Se utiliza la grafica para determlnar el valor de la funcién Cosecante y
Cotangente:
1 (Jt*+25 5 ) N
c

1
=§ln(csct—cott)+c =§ln<t—2—t_2

Y
[t*125_ 5
Respuesta: In <%55>
t qf’)
X
Sustitucion ¢
t?=5tant ,
2tdt =5sec’tdt t
Simplificaciéon 5
2= 5sect

16.— Resolver:f

dx
xt/x2 + 3
Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

Pr——
dt =
(\/3_’)4- tan*t - s3-seet
1
sect t_flsectd _1 o5t i
V32 - 32 tanit ) 9tan*t 9) sen%t

9 ) sen*t 9 sen*t
Se aplica la identidad trigonométrica pitagorica:

1 [ cos3t 1 ( cos?t- cost
—dt
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(1 —sen?t) - cost 1 [ cost 1 [ senZt- cost
[ L[S L[t

1
"9 sen*t "9 sentt
1

J‘wstdt 1fcostdt
" 9) sen*t 9 ) sen?t
Se aplica el siguiente cambio de variable:

u=sent du=costdt

_1(du 1(du 1 —ay 1 24
5] w9 ﬁ—af“ U af“ “

sen?t

1 u3 1 ut N 1 N N
= —_— — — o — cC = — Cc
9 -3 9 -1 27sen3t 9 sent
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno:
1 1

27<—x )3 9(—" )

i3 WaEto
1 1

=TT 7 T ox

1 3aTi3 Vaito

R t_x2+3\/x2+3+\/x2+9+
espuesta: 573 o x c

+c

Sustitucion £
x= 3tant g
dx = /3 sec?t dt X
Simplificacion

X = \/§S€Ct ‘/§

17.— Resolver: [ x*V25 — x2 dx

Solucién.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

=f255€n2t -5cost *5cost dt

Se utiliza la identidad trigonométrica pitagérica
= 625 [ sen’t - cos?’t dt = 625 [(1 — cos?t)cos?t dt
= 625 [ cos?t dt — 625 [ cos®t - cos?tdt

_ 2 _ 1+cos 2t 2
= 625 [ cos?tdt — 625 [ (“22) dt
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= 625f1+6252t dt — %f(l + 2 cos 2t + cos?2t) dt

1 1
=625<—fdt +§f6052t dt

2
1fdt Zf 2t dt 1] 22t dt)
2 2 cos 2 coS

—625<1t+1 1 2t 1t 1 ot 1 1+cos4tdt>
=025 (gt gy senat—ytmgsen sz
-625<1t4—1 26— 2t — Lsenar 1J“dt 1] 4tdt)
= > 4sen 2 4sen 3 3 cos

= 625 (1 t - 2t . t . 2t ! t ! 4t)

= E +Z sen —Z —Zsen —§ —3—2597'1 +c
—625<1t 2 t t 1t

= E +Z sent cos _Z

1 1 1
—Zsent cost—gt—isenZt senZt) +c

—625<1t 1 t t 1t
= E +55en cos _Z

1 1 1
—=-sent cost—gt—gsent cost sent cost)

+c
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno, Coseno y t:

R . 625 _1x+625 xV25 — x2
espuesta: > sen 5 > |5 5
625 _4X 625(xy25—x?
2 " 572 (57 5
625 . x 1/x*(25-x?%) N
g *¢™ 578\25° 25
Sustitucién
x =5sent
dx =5cost dt D)
Simplificacion X
x=5cost
725 — x2
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dw

18. —Resolver:f—3
w2 —4)"2

Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del tercer caso de sustitucion

trigonométrica:

1
2 sect -%em—t:dt 1fsect 1( cost
= = = — t - -
8-tandt 4 ) tan®t 4) sin’t
oSt
1 (cost 1 1 1
—f - ',—dt=—fcott-csctdt=——csct+c
4 ) sint sint 4 4
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Cosecante:
1 2 N
e e e —— C =
4 (w2 -4y
1
Respuesta: ——— -+ ¢
2w2 —4)"2
Sustitucion
w=2sect
dw = 2sect tant dt
Simplificacion
w= 2tant
et
19. —Resolver: f 3 dt
(et +8et+7)72
Solucién.-

Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=e' du=eldt

du
- f (w+4)2-9
Se aplica el siguiente cambio de variable:
v=u+4 dv=du
dv

(w2 —9)°/2

du _ du _
_.f(uz+8u+7)3/2_f(u2+8u+16)+(7—16)_
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Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:
3 sect -tant 1f sect

27 tan3t 9 ) tan?t
1
_ 1( cost _ 1J‘ cost
" 9) sen?t ~ 9) sen?t
€oSsZt

Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=sent du=cost dt

1 du_lf P U S
To)wz To )t T T Togent ¢ 7
1
= —— t +c =
9CSC C

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Cosecante:
1 3

=—= +c

9 (w+4)2 -9

1 3 4
[ c =

9 (% +8et +16—9)°/2

1
Respuesta: — 3~ t¢
3 (e2t +8et +7) /2
Sustitucién
v=3sect >
dv = 3sect tantdt
Simplificacion w? —9)°2
v=3tant
v
V16 — e2x

20.— Resolver: f de
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:
f4 cost-4costd fcoszt

4 sent nt
Se utiliza la identidad trigonométrica pitagorica:

dt
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1 — sen?t 1 senZt
YL P R
sent sint sent

:4fcsctdt—4fsentdt=4ln(csct—c0tt)+4cost+c

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Cosecante,
Cotangente y Coseno:

—e2x —_2x
Respuesta: 41ln (;—‘; — W) _ 4\/? te
Sustitucién
e* =4sent ,
dx = 4cost dt
Simplificacion X

e¥X=4cost

16 —e?x

2x+1

21. Resolver.fx2 T 2x 12 X

Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

2x+1 2x + 1

= dx=| ——d
(Z+2x+D+2-1) (rr D241

Se utiliza el siguiente cambio de variable:

u=x+1; x=u—-1; du=dx

2u—-1D+1 2u—1
B R P T P

u+1 u+1

_ZJ‘ u J J du _
B uz+1 u uz+1

Se utiliza el siguiente cambio de variable:
v=u’+1dv=2udu
dv sec?t 5
= | —- —dt=hv—|dt=Imnu+1)—t+c
v sec-t
Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcion t:
=In((x+1?+1)—tan‘u+c
Respuesta:In (x? +2x+2) —tan"'(x + 1) + ¢
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Sustitucion
u=tant o X
du = sec?t dt
Simplificacion u
u=sect

22. —Resol f ax-1
.—Resolver: | ———dx
x2—6x+18
Solucion.-
Se descompone el denominador de la siguiente manera:
f 2x —1 d 2x —1 4
= X=| ———dx
(x2 —6x +9) + (18 — 9) (x—3)2+9
Se utiliza el siguiente cambio de variable:
u=x—-3; x=u+3;, du=dx

_jZ(u+3)—1d _j2u+5d _f 2u p +5f du
B u?+9 w= u?+9 w= u?+9 u u®+9

Se utiliza el siguiente cambio de variable:
v=u?*+9;, dv=2udu
Se aplica la sustitucién y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

dv 3 sec?t
v +5 _[ 9 sec?t
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion t:

5 5
dt =lnv+§fdt=ln(u2+9)+§t+c

5 u
=In((x—3)%2+9) +§tan‘1§ +c

Respuesta: In(x? — 6x +18) + g tan™! @ +c
Sustitucion

u=3tant 0 x)

du = 3 sec®t dt v
Simplificacion u
u=3sect 3
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23. —Resolver: f dx

X
x2+9
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion

trigonométrica:

3 tant - 3-seeZt 3 tant - 3-seet

s—dt = > dt = | tantdt =
—In(cost) + ¢
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Coseno:

3
- —In (—) "
Vx2+4+9
Respuesta: —In3 + In (\/ x2 + 9) +c
. ./ N Xo,
Sustitucion +
x=3tant
— 2 d — 3 X
dx = 3 sec“tdt cost—\/m
Simplificacion 3
x = 3sect

24.—Resolver: f

dy
V9 + y?
Solucién.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

3see’t
=j dt=_[sectdt=ln|sect+tant|+C=

3seet
Vo9+x2 y
=In|—s—+35|+C
3 3
Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcion Secante y Tangente:
VI + x2 +
=In #y +C =ln|y+\/9+x2|—#n43-|—-l-—é

+k

Respuesta:Iln ‘y + /9 + y2
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Sustitucién

y=3tant

dy = 3 sec?t dt
Simplificacion x = 3sect

25. — Resolver: f

J1+ 9y
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

3 1/3%&’%
f—dt=fsectdt= In|sect + tant| + C =
sect

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcion Secante y Tangente:

Respuesta: In /1 + 9y2 +3y|+C
Sustituciéon “
1 S
y =3 tant p 3y
1
dy = 3 sec?t dt
Simplificacion
1 1\° 1
J1+9y2 = 9(§>+y2=3 (5) +y2=3(§sect)=sect

dx
V9 — x2
Solucién.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

26.—Resolver:

> dt J dt=t+C
= = =
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion t:
x x

sent =3 t=sen 1=

3
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Respuesta: sen™! (f) +C

3
Sustituciéon 3 X
x =3sent
dx =3cost Vo2
Simplificacion
x =3cost

27. —Resolverf
V1 — 4x2
Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucién
trigonométrica:

1
2(geest)
f—dt=fdt=t+€
€os+t
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion t:
sent =2x; t=sen 1! 2x
Respuesta: sen~1(2x) + C

Sustitucion

x—zsen

d _1 t
X = c0s

Simplificacion

s(E-xt) = 2 [ 2 =2 (Leost) s x = cost
2 X< | = 2 xXc = 2COS ; X = COS

28. — Resolver: J 725 — t2dt

Solucién.-
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucién
trigonométrica:

fS cost5 costdt =f25c052t dt

Se utiliza la identidad trigonométrica del &ngulo medio:
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=25 dt = — | (1 + cos 2t)dt

2
25
fdt+fcostht (t+ senu)+C

f1+0052t 25

= <t+1 2t>+C 25t+25 2t+C
== 2sen == Tsen

25 25
=— t+TZSentcost+C

2

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno, Coseno y t:

. t . it ; V25 — t?
sent=—;t=sen —-; cost=———-

5 5 5
25 _4<t)+ 25 t V25 —t? i
-2 )"\ \25 T s
E -1t 25 t?

Respuesta:—- sen (5) + +C
Sustituciéon
t=5sent 5 t
dt =5costdt
Simplificaciéon V25— t2
x=05cost
29. — Resolver: J V1 —9t2dt
Solucién.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucién
trigonométrica:

1 1 11+ cos2t
Jcost.—costdt=—Jcosztdt=—J—
3 3 3 2

fdt+fcostht ( jcosudu)

1 1
—(t+ senu)+C—6<t+ sen2t>+C

6 2 2

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcién Seno, Coseno y t:
t .t V1 —9¢?

sent=§;t=sen_ §; COSt=T

129



Calculo Integral

1 1 1 1
=€ t+ﬁsen2t+C _8 t+EZSentcost+C
1t 1t Vv1-—9t?
= 65" (§)+<E'§' T)*C
R . 1 -1 (E) l 1 — 9¢2

espuesta: — sen +—=tv1-9t“+C

6 3 54
Sustitucién
1
t= 3 sent 5 :
1

dt = 3 costdt N
Simplificacion

9(1 t2>'3 1 t2'3(1 t)' = t
9 ) 9 ) 3COS ;X = CO0S

30. —Resolver: f
Vax2 —
Solucién.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:

zsectéa%t 1
2
—dtZEf sect dt

1
=3 In|sect + tant| + C;

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcion Secante y Tangente:

t_th . 4x2 — 49
sect = > ant = -

1 2x \/ 1 2xV4x?% — 49
=g 7+ C=gn|——F—|*¢

= % In |2x\/4x2 _ 49| —In|7|+C
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2x /4x2—49‘ +k

1
Respuesta: 5 In

Sustitucion
2x
=L Sec t Jaxz — 49
*=3
7 7
dx = 5 secttant dt
Simplificaciéon
4( 2 49)-2 2 4 2( t t)' = T7tant
X 7)) X 7 > ant);x = 7tan

dt
2Vt — 1
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:
Secxtanx
)] seezxtanx f sec x
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno:
t2-1
t

31.— Resolver: f

dx=fcosxdx=senx+€

senx =

t>—1
Respuesta: — +C

Sustitucion

t =secx tZ—1
dt = secxtanx dx

Simplificaciéon 1

t=tanx

e
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dx

32.—Resolver:f—3
(x2 +4)72

Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion

trigonométrica:

—f dx —fh“ﬂm—lf]‘a—lf tdt
") Jeeras ) eseen T T 4)sect™ T4) 7

_1 t+C
—4sen ;

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno:
x

VxZ +4
x
Respuesta: ——+C

4/x2+4

Sustitucion
x=2tant

dx = 2sec®t dt
Simplificacion

x = (2sect)®> =8sec3t

sent =

dx

V25x2 —
Solucién.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:

3
5 (g sec t%a%é)
B f S-tant

Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funcion Secante y Tangente:

5x V25x2 -9

sect=?; tant = 3
5x +V25x2-9
?+—+C=

= ln|5x ++/25x2% — 9| — 3|+ C

33. —Resolver: f

dt=f sect dt = In|sect + tant| + C;

=In

5x +vV25x2—9
n 3 +C =
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Respuesta: In|5x + ,/ZSXZ -9+ k
Sustitucion

— 3 5x
X = E sect V“m

_ 3
dx—gsecttant dt R
Simplificaciéon
2_0. 2_9).c(3 .
V25x 9; |25 (x 25), S(Stant),x = 3tant
t2—-1

34.— Resolver:f 3 dt

Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion

trigonométrica:
tanx-seextan x tan®x seeZx
= 3 dx = dx = > dx —
see3x

:fdx—fcoszxdx:

Se utiliza la identidad trigonométrica del &ngulo medio

1+ cos2x 1
:x—det=x—§(fdx+fco_92xdt)

1 1 1
=X—§<X+JCOSUdu) =x——(x+§S€TLU)+C

sec?x seeZx

2
1 1 1 kS
:x—Ex—Zsen2x+C = x—zx—z%senxcosx+ C
! ! +C
=—X——=Senxcosx
2 2
Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcién Secante, Seno,
Coseno y t:
tZ —
secx=1t x=sec 1t; senx :f; COS X = —
1 1) 1/Vt?2 -1 (1)+C
== sec - = - =
2 2 t t

J

dx
sec?x
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1 1 1
Respuesta: 5 sec'(t) ————+C

Sustitucion
t=secx

dt = secxtanx dx
Simplificacion
t=tanx

X
35. —Resolver: f—dx
V1 — x2
Solucién.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

sent
= costdt = | sentdt = —cost + C;
€ost

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Coseno:
cost=+1—x2
Respuesta: —\1—x2+C

Sustitucién
x = sent )
dx = costdt X
Simplificacion
A1 —x?
X = cost o
36.— Resol 2z 3
.— Resolver: | ——
V1 — z2

Solucion.-
Se aplica la sustitucién y simplificacién del primer caso de sustitucion
trigonométrica:
2sent —3
= | ———.costdt = | 2sent—3dt =2 | sentt—3 | dt
€os5t
=—2cost—3t+C

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcion Cosenoy t:
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sent=2z; t=sen1z; cost =+1— z2
Respuesta: —2J1—2z2—-3sen"1z+C

Sustitucion
z= sent 1

Z
dz = costdt -
Simplificaciéon

AN —ZZ
X =cost
nx—1
37.— Resolver: | ——dx
Vx? + m?

Solucion.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

frr(rttant)—l 2

= Tsee’-t
r—Ssect

= [(n? tant — 1) sectdt = [n?secttantdt — [ sectdt

=n?sect — In|sect +tant| + C;

Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funcién Secante y
Tangente:

dt

2 2
tant:—,sect:—“‘:’
5 Vx2 + 2 x2+m? x
= ——— ) —In|———+Z|+¢C
s s s

=m/x2+m2—1In

=myx?+m?—1In |x + 4/ x? +T[2| —Inlz|+C
Respuesta: T\ x% + % — In |x +VxZ + 1r2| +k

Vx2 + w24+ x
————|+¢C

Sustitucion
x=mtant i
<
dx = mwsec?t dt X
Simplificacion -
x =msect
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2x—1
—dx
vVx2+4x+5
Solucion.-

Se descompone el polinomio que se encuentra en el denominador de la
fraccion de la siguiente manera:

X +4x+5x*+4x+4+1; (x+2)(x+2)+1; (x +2)2+1;
u=x+2;du=dx

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

38. —Resolver:

jZ(u—Z)—l 2u—>5 2tant — 5 2y ar
= T u2 :

:j(Z tant —5) sec dt= Z.fsecttantdt—stectdt

= 2sect — 5In|sect + tant| + C
Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funcion Tangente y
Secante:

tant=x+2; sect =+x*2+4x+5
Respuesta: 2//x% + 4x+ 5 —5In|x +/x? +4x + 5+ x + 2|+ C

Sustituciéon

u= tant; du = sec’t dt
Simplificaciéon
u=sect

dx
vVx2+2x+5
Solucion.-

Se descompone el polinomio que se encuentra en el denominador de la
fraccion de la siguiente manera:

X2 +2x+5 22 +2x+1+4; (x+Dx+1)+4; (x+1)%+4
u=x+1; du=dx

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

39. —Resolver: J

2sectt

_f Vuz + 4 2-sect
Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funcién Tangente y
Secante:

dt=fsectdt= In|sect +tant| + C
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u x+1 Vx2+2x+5
tant =—= ;sect=—————

2 2 2

Vx2+2x+5 x+1 Vx2+2x+5+x+1
=lIn + +C=lIn +C
2 2 2

= ln|\/x2+2x+5| —In|2|+C =
Respuesta: In |\/ x2+2x+ 5| +k
Sustituciéon
u= 2tant
du = 2sec?t dt X u=x+1
Simplificacion
u= 2sect 2

dx
vVx2+4x+5
Solucién.-

Se descompone el polinomio que se encuentra en el denominador de la

fraccion de la siguiente manera:

X +4x+5 x*+4x+4+1; (x+2)(x+2)+1; (x+2)%+1

u=x+2; du=dx

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion

trigonométrica:

du

ViZ +1

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion Tangente y

Secante:

tant=x+2; sect =+x2+4+5
Respuesta: ln|\/x2 +4x+5+x+ 2| +C

40.—Resolver: f

seeZt
=f dt=jsectdt=ln|sect+tant|+€
sect

Sustitucion
u= tant

du = sec®t dt
Simplificacion
u=sect
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3x

Vx2+2x+5
Solucion.-

Se descompone el polinomio que se encuentra en el denominador de la
fraccion de la siguiente manera:

X2 +2x+5 22 +2x+1+4; (x+D(x+1)+4; (x+1)2%+4
u=x+1; du=dx

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

41.— Resolver: f

3(u—1) 3u—3 3(2tant) — 3 2
—— ?2sec=tdt
,/uz + 4 w/uz + 4 2-seect

:f(6tant—3)sectdt= 6fsecttantdt—3fsectdt

=6sect —3In|sect +tant|+ C
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion Tangente y
Secante:

u x+1 Vx2+2x+5
tant=— = i sect=————
2 2 2
Vx2+4+2x+5 Vx2+2x+5 x+1
=6(—|—3In + +C
2 2 2
Vx2+2x+5+x+1
=3vJx24+2x+5-31In > +C

Se aplica propiedad de los lograitmos naturales:

=3 x2+2x+5—3ln|\/x2+2x+5|—ln|2|+C
Respuesta: 3Vx2 +2x+5—3 ln|\/x2 +2x + 5| +k

Sustitucion
u= 2tant
du = 2sec?®t dt
Simplificacion
u= 2sect
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42.— Resolver: f

dy
V2 + 3y?
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

V2 .2

—\E dt f 1 tdt ! f tdt
= | —sec =—| sec
V2seet V3 NES

1
=— In|sect +tant| + C
V3

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion Tangente y
Secante:

V2 V2

Se aplica propiedad de los lograitmos naturales:

1
=5 In |\/2 + 3y2 +\/§y| — V2| +C
1 ,
Respuesta: N ln‘ 2+ 3y2 + \/Ey‘ +k

Sustitucion

y =75 tant (,a )

V2
dt = — sec? tdt

V3 c

Simplificaciéon

3 (§+y2); @(%sect);y =+/2sect

139



Calculo Integral

Vx? + a?
43.— Resolver: | ———
X
Solucion.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion

trigonométrica:
J‘ a sect 1 sec3t

—a sec’tdt =—
a*tan*t tan4 t

1 3 4 eostt
=— | sec’tcot 1:dt=—2 —3. 7
a a‘ ) ees2t sen*t

1 cost 1 (cost 1 1
:—f—dt:—f—. dt:?fcottcsc%dt

a? ] sen*t a?) sent sen3t
1

== [csc?tesctceottdt;
a

Se utiliza el siguiente cambio de variable:

u=csct; du= —csctcottdt

1 5 1 ud us
=¥.(—1)fu du=—;.?+C=—ﬁ+C
_ 1 3 _
——Wcsc t+C =

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Cosecante:

3
1 (\/xz +a2>
— ) +c

3a?

1 (Vx? + az) (VxZ + az)

3a? x3

X

+a
2

x?
Respuesta: — 3— x2+a?+C

Sustitucion
x= atant

dx = asec’t dt <
Simplificacion X
X = asect
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Jy?—49
44.—Resolver:f—dy
y
Solucion.-
Se aplica la sustitucién y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:

7mnt(7 ttant dt) 7f 2td

= seettan = tan“t dt =

7Fsect

Se aplica la identidad trigonométrica sec?t — 1 = tan?t

=7 [(sec’t — 1) dt = 7[[ sec?dt — [ dt] = 7[tant — t] + C;

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funciéon Tangente y t:

t =sec 1t (X); tant = =%
7 7
7\ y? — 49 Ly
=7tant—-7t+C —f—hec (7)+C
Respuesta: /yz —49 — 7sec™! (%) +C
Sustitucién
y=7sect ¥
dy =7secttantdt Jyi—49
Simplificaciéon
Jy?—49 = T7tant .
45.— Resol J dx
.— Resolver: | ————
x2Vx% -1

Solucion.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:

secttant
=[———dt=] dt == [costdt = sent+C;
seesttant sect
Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcion Seno:
xZ2—1
sent =
x
VxZ-1
Respuesta: xx +C
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Sustituciéon
x = sect
dx = sect tant dt

—_—
Vxi—1

Simplificacion
1
vx2—1=tant
Jy%—25
f yy3 ¢

46.— Resolver:

Solucion.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:

S5tant
53sec3t

1
= gf tan®t sec”*t dt = gf(seczt —1)sec™ %t dt

—1(Jdt J _ztdt)—lt 1] ! dt =
5 sec 5 5) sec?t

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = 2t; du = 2dt

1 [ tan’t
—S5secttant dt = - S-dt =
5 ) sec4t

—1t 1(t+1f d) 1t 1t ! 2t+C =
=3 10 cosu du —5 10 20sen
= ! t ! 2 t t+C=
=10 20 sentcos
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno, Coseno y t:
t =sec! (Z); sent = Y2 > cost =

5 y

) JO(Y;Z)()

1 y\ 1({Jy?-25
i -1
Respuesta: 10 sec (5) > ( 52 +C
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Sustitucién

=5 ¥
y=>5sect T oE
dy = 5sect tant dt h
Simplificaciéon

Jy?—25=5tant 5

2
47.—Resolver:f—dx
x3Vx2 -1

Solucion.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:

2-secttant )
= %—dt—Zfseczt—chos tdt =
Se aplica la identidad trigonométrica del &ngulo medio:

1+ cos 2t 1
:2—[<T)dt:2*§f1+052tdt:

1 1
:fdt+zfcosudu=t+Esen2t+C;

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno, Coseno y t:

) x2 -1 1
t =sec 'x; sent = ; cost =—
X X
o Vx2—11
=sec . x+——-—+C
X X
1 x2 -1
Respuesta: sec” 'x + —+C
X
Sustituciéon
x = sect .
dx = sect tant dt Jxi—1
Simplificacion

Vvx2—1=>5tant 1
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48. — Resolverf
Vxt+4
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:
23tan3t * 2sect it 8f 5 .
= = tan’ sectdt
2sect
Se aplica la identidad trigonométrica sec®t — 1 = tan?t

= 8j(seczt— 1) secttantdt =

= 8<fsecztsecttant—fsecttantdt) = 8<fu3du—sect>

sec*t .
=8 7 —sect+ C )= 2sec*t—8sect+C =

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Secante:

Vxz+4

2

4
_, x2+4 8 x2+4+C
B 2 2

(x2 +4)° _4\/x2 +4

sect =

Respuesta: 3 +C

Sustituciéon Jat 44 N
x=2tan t

dx = 2sec?t dt

Simplificaciéon

Vx2+1=sect
49. — Resolver: J xvVx2+1 dx

Solucion.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:
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=J.tantsectsec 2t dt =ftantsec3tdt
= f(l + tan?t) secttant dt =
=fsecttantdt+ftan3tsectdt=

=sect+ f(seczt —1secttantdt =

:sect+fsecztsecttantdt—fsecttant dt =

sec3t

:sect+ju2du—sect=seet+

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Secante:

(Vx2 +1)
1
(x*+ 13;/x2 1.

Sect =

Respuesta:

Sustituciéon

x =tant

dx = sec?t dt
Simplificacion

Jxt+1

—seet+ C

Vx2+1=sect L

50. — Resolver: J xVx + wdx

Solucién.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:

u=(x+1r)%;u3:x+1t;x:u3—1t; dx = 3u? du

=f(u3—n)uSuZdu=3j(u3—n)u3du=
u”  mut

=3(fu6du—nfu3du)=3 Cae +C

7 4

:;[(x+n)%] —%Tn[(x+n)%] +C
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3 3
Respuesta: 7 VYx+m7 — Tﬂ Yax+mr+cC

t
51.— Resolver:f— dt
Vv3t+ 4
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

4 4 8
§tan2t g—se&zt:tant §tan2t 3 sec’ttant
= dt =f dt
f 2sect 2sect
= tan3t tdt—32j( 2t —1)secttantdt =
=1g | tantsec =1g | (se¢ secttan =
16 5
= ?<f sec“tsecttant dt—fsecttantdt)
_16<J‘ 2 t>_16u3 16 e
= 9 u~au sec = 9 3 9 sec ;
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Secante:
V3t+ 4
sect = 2
16 o, 16 _16(V3i¥a\ 16V3i¥d
— o7 %6t T g e —27\7 2 9 2
23t+4)v3t+4 8V3t+4
Respuesta: — +C
27 9
Sustituciéon
V3t = 2tant; 3t = (2tant)? Neraw
4 tan’t 8 5 =
t= ; dt = —tant sec?t dt V3t
3 3
Simplificacion
V3t + 1= 2sect z

146



Calculo Integral

dt
Jt+e
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

2etant sec?t 2e 2e
= dt =— | tantsectdt = —sect + C;

Vesect Ve Ve

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Secante:

Vvt+e
Ve

2e [\Jt+e 2e
—ﬁ( \/E >+C—?vt+e+C

Respuesta: 2\t +e + C

52.— Resolver:

sect =

Sustitucion JiTe

Vt =+etant 5
t = e(tant)?

dt = 2etant sec?t dt
Simplificacion

JVt+e=+esect

2x+1
— dx
Vx2+4x+5
Solucién.-

Se descompone el polinomio que se encuentra en el denominador de la
fraccion de la siguiente manera:
=x2+4x+5 x> +4x+4+1; x+2) 2 +1=u?+1L,x=u—-2;u
=x+2; du=dx

53.— Resolver:

2(u—-2)+1 2u—3
:f—du: LT =
uz+1 vuz +1
du

u
=2 f ———du—-3 | ——=
vu? +1 vu? +1
Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

tan t sec2t secZt
p[mmisede foode
sect sect
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=2ftantsectdt—3fsectdt=

=2sect —3ln|sect + tant| + C =
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion Tangente y
Secante:

=2Juz +1 —3ln| u? +1 +u|+C

Respuesta:2 \/x2+4x+5—-3 lnl\/x2 +4x+5+x+
2|+ C
Sustituciéon
u=tant

du = sec?tdt NS
Simplificacion u

Juz+1=sect P

54.—Resolver: f V5 —4x — x2dx

Solucion.-

Se descompone el polinomio que se encuentra en el denominador de la
fraccion de la siguiente manera:

=5—-4x—-x%9—-4—-4x—x%*9—- (x+2)? =

9—ut, x=u-2; u=x+2; du=dx

=f 9—u2du==f3cost*3costdt=

. 14+ 2cost 9
9fcos tdt = 9[T dt zz(fdt+fc052tdt)

9 1 9 1
=—(t+—Jcosu du)=§(t+5 sen2t)+C=

2 2
9(t 4 259ntcost>
2 2
Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funcion Seno, Cosenoy t:
u V9 —u? LU
sent:§; cost = 3 ; t=sen” 3

=2 sen 1 ()4 2(%) (9%) i
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9 u 1
_ 2 -1(2Y L = _ 2
—Zsen (3)+2u 9—u++2C

9 X+ 2 1
Respuesta: Esen‘1 < 3 > + 2 (x+2)V5—-4x—x2+C
Sustituciéon ]
u = 3sent
u

du =3cost dt
Simplificaciéon

V9 —u2=3cost V9-u

dx
V16 + 6x — x2
Solucién.-

Se descompone el polinomio que se encuentra en el denominador de la
fraccion de la siguiente manera:

16 + 6x —x%; 25 -9+ 6x —x%; 25— (x —3)? =

25— uh x=u+3;u=x-3; du=dx

55. — Resolver: f

J du
V25 — u?
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

==
) 5eost
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién t:

t=sen! g; =sen! (g) +C =

dt=fdt=t+C;

x-3

Respuesta: sen™1 (T) +C

Sustitucion
u=>5sent

du =5cost dt
Simplificacion

725 —u? =5cost

\,"|25 — s
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56. Resolverf
Vax — x2
Solucion.-

Se descompone el polinomio que se encuentra en el denominador de la
fraccion de la siguiente manera:

4x—x% 4—-4+4x—x% 4—- (x—2)% =

4—ut; x=u+2; u=x-2; du=dx

J‘ u

V4 —u?

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

dt=jdt=t+C;

B jQ—c—es—E
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion t:

t= sen‘lg; sen”1 (%) +C =

x—2
Respuesta: sen™1 <T> +C

Sustitucion 2

u=2sent u
du =2cost dt
Simplificacion Ji—u2

V4 —u?=2cost

X
57.— Resolver:f— dx
Vax — x2
Solucion.-

Se descompone el polinomio que se encuentra en el denominador de la
fraccion de la siguiente manera:
4x —x*; 4 —4+4x—x%4—- (x—2)2 =
4— ut x=u+2;u=x-2; du=dx
u+2

——du =

Vi-u?
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucién
trigonométrica:
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_ u du B
= f—m du + 2 —m =

2cost2sent 2cost
= —dt+2f2wst dt = —2cost+2t+C
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Coseno y t:
t =sen™! %; cost = \/4;7

V4 —u? iy
= -2 <T> + 2sen (E) +C
2 _ x—2

Respuesta: — /4- —(x—2)"+2sen™! <T> +C
Sustituciéon
u=2sent 2
du=2cost dt "
Simplificaciéon

V4 —u?=2cost Ja—uz

58. Resolverf
V3 — 2x2
Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucién
trigonométrica:

5<£>sent
Sy pRRTA:
Beost V2
_5V3

eost dt

5v3
sentdt:—Tcost+C;

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Coseno:

V3 —2x2 5\/§<\/3—2x2>+cz

cost=———;=—
V3 2 V3

5
Respuesta: — E\/ 3-2x2+C
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Sustitucion
V3
\2x% = \/§sent;x\/_ = \/§sent; x=—sent
V2
_ V3 =
dx = 73608 t dt V3
Simplificaciéon

V3 —2x2=+/3cost

59. — Resolver: dx

[#

Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion

trigonométrica:
2cost2cost cos’t
=| —dt=2
nt

dt =
2sent

2 f cos’t sen~tdt =2 f(l —sen®t)sen~ttdt =

1
:2(f dt—fsentdt)=2(fcsctdt+cost)dt
sent

= 2(In|csct — cot t| + cost) + C;

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcién Coseno, Cotangente

y Cosecante:

V4 — x2 4 — x2
cost = > ; cot t= ;esct=—
2 V4 —x2
=21n;—T+ 4—x24+C

+V4—x2+C

Respuesta: 2 In

2—+4—x?
x

Sustitucion

x = 2sent

dx =2cost dt
Simplificacion

J3 — 2x7

V4 —x2 =2cost V4 -
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Vxz -9
60. — Resolver: — dx
X
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:
f3tant*35€cttant

9sec?t

dt = f tan®tsec ltdt =
= f(seczt— 1) sec™ltdt =fsectdt —fsec‘ltdt =

= In|sect +tant|— | —— =
sect
= In|sect + tant| — f costdt =lIn|sect+tant| —sent+ C

Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funcion Seno, Tangente y
Secante:

. x . Vxz2—9 Vx2-9
sect =—; sent = ;

3 X 3
x Vx2-9

373

= tant

Vxz -9
x

+C

Respuesta: In

x = 3sect Jxz —9
dx =3secttant dt
Simplificaciéon

Jx2—9 =3tant

Sustitucion x ‘

dx

61. —Resolver:f 3
(5 —4x — x2)2

Solucién.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucién

trigonométrica:

f dx _
JO-G+227

f dt—lf dt dt—lf tht—lt ®+C=
27cos>t " T 9) cos2t ¢t T9) ¢ Gk -
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Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Tangente:

1 u
= 6 —E + C
(5 —4x — x?)2
1 (x+2)
Respuesta: —

9 /(5 —4x—x2)3

Sustituciéon u
u=x+2;du=dx;u=3sent

— 2
du = 3cost 9-u

Simplificaciéon

3 3
(9 — (3 sent)?)Z; (9cos’t)?; J93 cos3t; 27 cos3t

dx
x2Vx2 +9
Solucién.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

3secZt dt—f sect
(3tant)?3seet ) 9tan?t

1j sect dt—lf ttztdt—l ! - dt =
9) tan?t 9 sectcty " 9 ) eostsen?t B

1fCOSt ! dt 1f tg (t) csc(t)dt ! t+C
—_ k = — = — —
9) sent sent 9 g cse 9CSC

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion Cosecante:

62.— Resolver: f

1/Vx2+9
Respuesta: — - |—— |+ C

9 X
Sustitucion £ Xq
x=3tant +
dx = 3 sec? tdt x
Simplificacion 3
x = 3sect
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63. —Resolverf
V4 — x2
Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

(2 sen t)? 2 2
=f—2—ees—t—=f4sen tdt = 4fsen tdt =

—4([1_6052tdt)—4(1fdt 1f tht)
= 2 = 2 2 coS

1 1 1 1
= 4(2 t 4fcosudu) —4(2_ t 2 senu>+C =
=2t—sen(2t) + C = 2t —2sentcost+C
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno, Coseno y t:

V4 — x2 x
; sent =3

t= sen! (;), cos(t) =

_ “1(X\_ (% —A—xz
= 2sen (2) 2(2) > +C

X 4 — x2
Respuesta: 2sen™1 (E) -X <T> +C
Sustitucion
x=2sent

Y

dx = 2costd x
Simplificaciéon

x = 2 cost
V4 — x2

dx

64—.—Resolver:f—
xVxZ —4

Solucién.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:

%seeég—éaﬂ—@;;dt:%fdt:

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién t:
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_ 1 P —1({)
—2t+C,t—sec >

1 1 (X
Respuesta: - sec (—) +C

2 2
Sustitucion
x=2sect
dx =2secttant dt
Simplificaciéon
x=2tant
dx

65.—Resolver:f—

xV1 — x2

Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion

trigonométrica:

cost dt
——dt = = | csctdt == In|csct —cott|+C
sentcost sent

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Cotangente y

Cosecante:
ey = Y22 cser) = 2
co = o ; €SC =3
1 V1-—x2
=nl-———|+C=In
X X

Respuesta: In |1 —VJ1- x2| —In|x|+C

Sustituciéon

x =sent

dx = cost dt
Simplificacion
X = cost

1—+v1—x2
x

v1—x?
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3
1—x2)2
( ) d

X
x6

66.— Resolver: f

Solucion.-
Se aplica la sustitucién y simplificacién del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

cos3tcost cos*t
senbt sen6t

cos*t 1 . 5
= 7 *—zdt: cot*t csct dt =
sen*t sen?t

Se utiliza el siguiente cambio de variable:

u = cot (t); du = —csc* tdt;cot t =

u® cot>(t
= —fu‘*du = —E+c=—%+c=

Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funcién Cotangente y
Cosecante:
— 5
X

= - C =
5 +

V1-x2
X

Respuesta: —

Sustitucion
x =sent N
dx = cost dt

Simplificaciéon

X =cost \/1——)(2

1
(122
67.— Resolver:j—4 dx
X

Solucién.-
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucién
trigonométrica:

cost cost
= 7 dt = - cost dt
sen*t sen*t
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cos?t cos?t 1 5 5
= dt = 5 *—zdt: cot“ tcescotdt =
sen*t sen?t sen?t

Se utiliza el siguiente cambio de variable:
u = cot (t); du = —csc? tdt

——fuzdu——u—3+C—
= = -3 =

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcion Cotangente:

3 _cot3(t)
=-—5
3
X N
—+C

Respuesta: —
3 x

Sustitucion V1—x2
x =sent

dx = cost dt
Simplificaciéon
X =cost

2
68. — Resolver:f—5 dv

(1-v?)2
Solucion.-
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucién
trigonométrica:

sen®t cost sen’t sen’t 1
= | —= dt = e ok ———dt
cos~t cos*t cos“t cos“t

=.[tan2t sec’t =

Se utiliza el siguiente cambio de variable

u=tant; du=sec*t; tant =
1—v2

_f 2 _u3+C__tan3t+C_
=|lu u_3 ==—3 =

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Tangente:
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(=)

3 +C
3

Respuesta: 30— vDiZ +C
Sustitucién
v=sent
dv = cos tdt
Simplificacion
v=cost

69. — Resolver: f
V9 + eZ‘

Solucién.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion

trigonométrica:

=f¢uz—m=f%dt

u=-e';du= etdt

= fsectdt = In|sect +tant| + C =

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion Tangente y

u2+9+u

Secante:
| Vuz+9 u P
= _— —_ = In
o 3 3

Vet +9 +et
3

Respuesta: In

Sustitucion
u=3tant

du = 3sec?tdt
Simplificacion
u=3sect

+C

V1 — v2

+C=
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t

70. — Resolver: f e—3 dt
(1 + e2t)2

Solucion.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:

u=-etdu= etdt

du
(1+u?)2
Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

sec’t 1
= 3 dt = | —dt= | costdt =sent+C
sec°t sect

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funciéon Seno:
t

\/1+e2t+c

Sustitucion “ <>
u=tant W

du = sec®t dt u
Simplificacion
u =sect 1

Respuesta:

dy
yJ/1+ (Iny)?

71.— Resolver: f

Solucién.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:

1

u=Ilnydu= —

y

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

du j%

2
t
—_— dt=fsect dt = In|sect+ tant| +C
V1 +u? sect

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion Tangente y
Secante:

Respuesta: In |\/ 1+In?y+ lny| +C
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Sustitucion
u=tant

du = sec?®t dt
Simplificaciéon

2N
X
)

u=sect

2

X
72.—Resolver: f—dx
V16 — x2

Solucién.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion

trigonométrica:

= 4 sen’t 4ecostdt = f16 2t dt

= . = sen =
1 —cos 2t

=-1-6de1: = 8j(1—0052t)dt

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u =2¢t;du =2dt; dt =7,

1 1
:8(fdt—zfcosudt)=8(t—§senu)+C

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion Seno, Coseno Yy t:

V16 — x2
4

X x
t=sen‘1Z;sent= Z;cost=

=8t—4sen2t+C=85€n‘1(
_g _1(x) 8x V16 — x +c
=8sen™ (5 T 2

J16 — x2
x)_x 16 — x i,

Respuesta: 8 sen™1 (Z 5

N R

)—BSentcost+C
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Sustitucion
x=4sent

dx =4 costdt
Simplificaciéon
x=4cost

V16 — %2
dx
x2V4 — x?

Solucion.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:
f

2%2sen?t (Z2cost)
—f ! dt—lj 2tdt—l t t+C
= =2 csc —4co ;

73.— Resolver: f

dt

4 sen?t
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funciéon Cotangente:
V4 — x2
cott = T

1(\/4—x2>
—)+c

4

X

R ta: “4_x2+c
espues a: 4x

Sustitucion

x=2sent 3

dx =2costdt by
Simplificacion
x = 2cost Wid—x®

V4 — x?

dx =
X2

74.—Resolver: f

Solucién.-
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:
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f 2 cost (2 cos t)dt f COStht f t2 tdt
= | —=———2cos = = | co =
22sen?t sen?t

= f(csczt—l)dt = fcscztdt—fdt =—cott—t+C
Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funcién Cotangentey t:

cott = 4%xz;t = sen1 (g)

Respuesta: — — sen™! (—) +C

Sustituciéon
x=2sent
dx =2costdt X
Simplificaciéon
x = 2cost Jiox<
dx

xVx2 +4

75. —Resolver: f

Solucién.-
Se aplica la sustitucién y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

J 2-seeZt it 1jsect
" ) 2tant 2sect 2 ) tant
1 1 1feest 1 1
=—.[ sectdt =— —dt=—f
2) tant 2) sent cost 2) sent

1 1
zzfcsctdt =§(ln|csc t—cott])+C

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcién Cotangente y
Cosecante:

Va1 a
csct = o ;cott =—
—1l Vx2+4 2
—2n X X

1

VxZ+4 -2
X

Respuesta: Eln +C
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Sustitucion

x=2tant Th

dx = 2 sec? tdt Yy ¥
Simplificaciéon

x = 2sect 2

76.— Resolverf
VxZ+ 6
Solucién.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

f(\/_tan t)?
V6seect
:6f tan®t sectdt = 6f(seczt—1) sectdt

Vé-sect dt

:6j(sec3t—sect)dt=6(jsec3tdt—fsect dt)

= 6[<.[ sect sec?t dt) —jsect dt]

Se encuentran los valores de u, du, vy dv para aplicar la férmula de la
integracion por partes:
u =sect; du = secttant dt; [dv = [sec’t; v=tant

=6[(fsec3tdt= secttant—ftantsecttant dt)—fsect dt]
=6 [(fsec%dtz secttant—ftanztsect dt)—fsect dt]

Jsec3t dt = secttant — j(sec2 t — 1)(sect) dt) - J sect dt]

=6[(fsec3tdt= secttant—fsec3tdt+fsect dt)—fsect dt]

=6[ fsec3tdt+fsec3tdt= secttant+fsect dt)—fsect dt]

<2fsec3t dt = secttant+fsect dt)—jsect dt]

ol
1 1
6(Esecttant+§jsect dt—jsect dt)
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1 1
= 6(Esecttant—5fsect dt)

1 1
= 6(§secttant —Elnlsect + tant| + C)

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion Tangente y
Secante:

. vVxZ +6 tant x
sect = stant = —
V6 NG
1 Vx2+6 x 1 |Vx2+6 x
=6(=. ——cln|——+ | +cC
27V V6 z'[ % Ve
B 1 xVx2+6 1l \/x2+6+x+C
“\27T 6 2T Ve
x2+6+x
Respuesta: —x\/ x2+6—-3In +C
V6
Sustitucion | ><<o
X = \/gtant £
dx =6 sec? t dt x
Simplificaciéon
x =V6sect JB
X
77.—Resolver:J—dx
Vx% — 25
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:
S5sect

S5tant
=f S5sec’tdt =5 tant+C =

5sec ttant dt

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funciéon Tangente:

=5 x2_25+c
5

Respuesta:\/x%2 — 25+ C
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Sustitucion
x =5sect
dx = 5secttant dt X [
Simplificacion '
x =5tant
5

78.—Resolver: f

dx
v Ax + x?
Solucion.-

Se descompone el polinomio del denominador de la siguiente manera:

_f dx _f dx
J@x2+4x +4—4) Jx+2)2—4
Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion

trigonométrica:

2 sect tant
= dt = | 2 sectdt =2lIn|sect+tant|+C

2-tant
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funciéon Tangente y
Secante:

(x+2) Jix+2)2-4

ect=——; tant =
2 2

x+2+ (x+2)?2-4
2 2

x+2+/(x+2)2-4
2

+C

+C

Respuesta: In

Sustituciéon
x+2=2sect
dx =2 secttant dt N
Simplificacion &

x=2tant Vi +2)2 -4
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dx

79. —Resolver: f—3
2 +x2)72

Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion

trigonométrica:

:J‘ dx :f dx
@+x2)72 ) (VzTEz)

_f V2 sec?t it 1 [ V2-see2t 1 dt 1 1

=—| ————dt = e
(\/fsect)3 2 ) \2seedt 2) sect 2) sect

—1f tdt—l t+C
=3 | cos =5 sen

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno:

t X L X +C
sent = = =
\' 2 + xz 2 1[ 2 + xz
X
Respuesta: ——+C
242 + x2
Sustitucién _
x=+2tant /?/1
dx =+2sec?t dt y X
Simplificaciéon —
x =+2sect Ve
dx

80. —Resolver: — 3~

(4x% —9)"/2

Solucién.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:

J dx B J dx
4x? -9 3 ) (yiz —9)°

13/2 secttant lfsect{-em—t 1f sect
= _— —d =

t=— t=—
(3 tant)3 9 tandt 9 ) tan?t
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1
=lf —Egsédtzlfcostdtzlfcost 1
9 ) sen?t 9 ) sen?t 9 ) sent sent

€052t
_1f tt tdt_l t+C = 1 t+C
=g | cottesc =g 8¢ = —gese

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcion Cosecante:

¢ 2x 1 2x +e
cSCt=———=——-. —— =
4x2 -9 9 Vaxz2 -9
2x
Respuesta: ————+¢C
9v4x* -9
Sustitucion
_ . _ 3 . 2X —_—
2x—3sect,x—zsect, dx Jixi—g
3
= —secttant dt
2 3
Simplificacion
x=3tant
81. —Resol f dw
.—Resolver: | ————
w2Vw?2 — 7

Solucién.-
Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:

ﬁseet—t—a—n—t 1 dt 1
f d fcostdt=

t =
V7 fsect)z (V7 tant) 7) sect 7
1
= 7sent +C

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcién Seno:

w2 -7 1 \/W2—7+C_
. W -_

sent = o T
R ta: > wi—7 +C
espues a: 7W
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Sustitucion

w=+7sect ’ Jwi—7
dw =+7secttant dt

Simplificaciéon —
w=+T7tant

SeCZ X

82.— Resolver: f—g/
(4-tan2x) 2

Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion

trigonométrica:

sec? x
=f T dx =
(4 —tan?x) /23

sec? x 2cost 1 [ eest
=f d —dt=—f—dt
4 ) eos3t

X =
(\/4 — tan? x) ’ (2 cost)®
1 1 1 1
:—f dt=Zfsec2tdt=Ztant+C

4 ) cos?t
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Tangente:
tanx

tant = ———

V4 — tan? x

1 tanx
Respuesta: —.—————+C
4 — tan®x
2
tan x

Sustitucion

tanx = 2sent

2
sec” xdx = 2cost dt
V4 —tan?x

Simplificacion
x=2cost
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dz
83.— Resolver:f 3
(22 — 6z + 18) /2
Solucion.-
Se descompone el polinomio del denominador de la siguiente manera:

_J‘ dz _.[' dz
(z2—6z+9+9)72 ((22—6z+9)+9)3/2

_f dz _f dz
(z-32+9% J (z-3)2+9)23

dz

= 3

(w/(z —3)2 + 9)
Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

j—z dt 1f 1dt 1f tdt 1 t+C

= =_ =—| cos = —sen

(3—seet)’ 9 ) sect 9 9
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno:

7z-3 1 zZ-3
sent = I +C =
V@-3)2+9" 9" \[(z-3)2+9
z—3
Respuesta:

+C
9,/(z—3)2+9

Sustitucion
z—3 =3tant
dz = 3sec’t dt
Simplificacion
z—3 =3sect

84. —Resolver: j

dx
x*/16 + x2
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

_f 4 seeZt it = 1fsectdt
) (4 tant)*(4seet) 256 tant
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—1ft1dt—1ftt4tdt
~256) ¢ tantt “* T 256 ) S6C°°

1 1  eos?t 1

256 ] eost sentt 256
1

" 256

fsen“‘t cos3 tdt
f sen~*t cos®tcostdt

256f(1 — sen?t)sen™*t costdt

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=sent;, du= cost

—4 _ -4 _ -2
256f(1 u? du = 256f(u u=%)du

—1<f‘4d fzd) L ()4
~ 256\ WO Y)=256\ "3 TH

1 sen 3t+ 1) 4o 1 ( 1 N 1 )+C
256 3 sen "~ 256\ 3sen3t sent

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno:

X
sent = ——;
V16 + x2
1 1 1 e
256 x 3 X
(=) s
1 1 +\/16 + x2
256 3x3 x
(16 + x2)V16 + x?
1 (16 + x?)V16 + x2 V16 + x2
= - + +C
256 3x3 x
1 16 + x2V16 + x2 + 3x2V16 + x2 i
"~ 256 3x3
1

( (16+x2)\/16+x2+3x2\/16+x) +C
(\/16+x( 16 — x? +3x2)>+C

:768 3

~ 7683
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J16 + x2(2x2 = 16) + C

24/16 +x2(x2-8) +C
V16 + x2(x2 — 8)

384x5

768 3

= 768x3

Respuesta:

Sustitucion

x =4tant

dz = 4 sec®t dt
Simplificaciéon
x =4sect

dx

85. —Resolver: f—?'
(16 + x2)7/2

Solucion.-

dz
B f (16 + x2) /2 3 ) (16 +x2)3
Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:
4sect 1 1
et = 16) sect ™= 16
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno:

1
costdt—1—6$ent+C

t ad L X +C
sent= ———;= —.—— =
Vie+x2' 16" /16 + x2
X
Respuesta: ————+C
1616 + x2

Sustitucién

x =4tant !

dz = 4 sec’*t dt k/x‘ .
A X

Simplificacion ~

x =4sect
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86.— Resolverf
V16 — x2
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

(4 sent)?
f 4cost

= 64f sen’tsentdt = 64[(1 — cos?t) sentdt

Acostdt = f 64 sen3t dt

= 64f(sent — cos’tsent)dt = 64 <J sentdt —fcoszt sentdt) =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=cost; du=—sent

:64<fsentdt+fu2du)

u3 cos3t
= 64 —cost+? +C=64(—cost+ 3 +C

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Coseno:

V16 — x2
cost=——;

4

3

e \/16—x2+(\/16—x2) i
B 4 3.43

V16 —x2 (16 + x?)V16 — x2
=64{ ———+ Ty +C

16 +C

(16 + xz)\/ 16 — x2>
_x2 +

3

( 4816 — x2 + (16 + x?)\J16 — x )
=§\/16—x2(48— 16 +x%) +C

1
Respuesta: =+ 16 —x%2(x2+32)+C

< 48V16 — x2+(16+x2)\/16 x2>
1
§
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Sustituciéon
x =4sent 1
dz = 4 cost dt X
Simplificaciéon
x =4sect J16 — a2
dx
87.— Resolver: —
(5 —x2)2

Solucion.-
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

=I(T ;Esg)3dt=\/gf
=LTan(t)+C=

5v5

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Tangente:

1
Respuesta: —

X
X _+c
5V5./5 — x2

Sustituciéon S%
x = V/5Sen(t);
x =5 Cos(t) X
Simplificacion

x = V5Cos(t) \J5 — x2

Sec?t dt
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m2
88. —Resolver:f—Bdm
(m? + 8)2
Solucién.-
m?dm
((m2 + 8)5)

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

_( 8Tan?(t) _8\/§ Tan?(t)
‘f( Bsects)) Veseettidt = 7 | Ser
Sen?(t)

=) 1 T Toso CTVE) T Cos@

Cos(t)
—8\/§U ! dt fC tdt]—l( t+tant) — Sent + C
=757 l) Cost os(t) = In(sec an en

Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funcion Seno, Tangente y
Secante:

_8\/§ md _8\/§ Sen?(t) _8\/§ 1 — Cos?(t)

R 1 ( m +8, m) = ic
espuesta: In \/§ \/§ \/F—I—B

Sustituciéon 2

m = /8 Tan(t); &

dm = /8 Sec?(t) dt m

Simplificacion

x =8 Sec(t) V8

89. —Resolver: J

dz
V(@4 —z2)3
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:
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_2Eestt)
(2605()’

Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcion Tangente:

2 1
t = §f Sec?(t)dt = ZTan(t) +C=

z
Respuesta: ——— =+ C

4(/4—2z?)

Sustituciéon
z =2 Sen(t) v

dz=2Cost 7
Simplificacion

z=2Cos(t) [4 — ;2

90. —Resolver: f

V (4y y?)3
Solucién.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

dt
(ZSen(t)) (4-€os:(H))°

Jay— 2 = [yA—y) = 02/ y)

Sec®(t)dt = —f Sec3(t) Sec?(t) dt

1
2(64)_[C056(t) 16_[
Se encuentran los valores de u, du, vy dv, para aplicarlos en la férmula de la
integracion por partes:
u= Sec3(t);du = 3 Sec*(t)Sect Tan t;dv = Sec?(t);v = Tant

1 -

=16 Sec3(t)Tant — f 3 tan?t Sec3(t) dt] =
1 :

= 1e Sec3(t)Tant — j 3(Sec?t—1) Sec3(t) dt] =
1 :

=16 Sec3(t)Tant — 3f5ec St dt + 3fSec3t dt] =
111 3

=Te ZSec3(t)Tan t+ 3 (SectTant + In(Sect + Tan t))] =

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcioén Tangente y Secante:
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1 1 1
1 /2 2v' /2 2 /2
Respuesta: | = Y + 3 < Y + ln< ry )) +C

8\/4Ty4 128 \4—y
Sustituciéon

1/4—y:y%: (ZSen(t))2 N

y = 4 (Sen(t))?; dy = 8Sen(t)Cos(t)

Simplificaciéon y2
1

(¥2)? = (2 cos(1))? V4=

y = 4 Cos?(t)

91. — Resolver: f dy

y
1+y*
Solucion.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion

trigonométrica:
1 1
Tan(t)? 3 Tan(t) 2Sec(t)dt
| :
-t
=5 =5=

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcion t:
Tan '(y?
2

Respuesta: +C

Sustitucion
1
V1+ D2 = %)z .
1
y = (Tan (t))f; x@
1 _1
dy = 3 (Tan(t)) 2 Sec?(t)dt 2

Simplificacion
y? =1 Sec(t) 1
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1 d
—2z+5)2 z

92.—Resolver: f 2

Solucion.-
Se descompone el polinomio del denominador de la siguiente manera:

722 -2z+1+4; (z—1)*+4; J(z-1)?2+4

dz
- f ;
(Vz-D7+2)
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = 2t;du = 2dt
z—1=v;z=v+1;dz=dv

j dv

— —4 —

Vv? + 2

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:

2Sec?(t) 2
(— )4dt 16 COSZ(t)dt

SJ‘ (1 + Cos(Zt)) U dt jCOS(Zt) ]

= %Et +%f Cos(u)du]

t Sen(2t
_ .t Sen(2)
16 32
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno y t:

=3 [2 + - Sen(Zt)] +C

= lTan ( ) + 3—225en(t)Cos(t)

R t 1Tan <Z_1>+1< z-1 >< 2 >+C
espuesia: — — T
P 16 2 16\ /z-1)2+4/\Jz-1?%+4

Sustitucion

v = 2Tan(t);

dv = 2Sec?(t)dt
Simplificacion
v = 2Sec(t)
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93. — Resolver: f dx

x2 -1
Solucion.-
Se aplica el siguiente artificio matematico:

f dx

= —2 =

(V2=2)

Se aplica la sustitucién y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:

1
_ fSec(t)T-emegdt _ f Sec(t) i = Cos(t)
(Tan{ty)? Tan(t) Sen(t)
Cost)

— f%@dt = f Csc(t)dt = In|Csc(t) — Cot(t)| =

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Senoy t:

Respuesta: In - | +C

Vaz—1 VJx2-1
Sustitucion
x =1 Sec(t);
dx = Sec(t)Tan(t)dt
Simplificacion x2 —1
x =1Tan(t)

1

dx
Va2 —6x+ 13
Solucion.-

Se descompone el polinomio del denominador de la siguiente manera:

x*—6x+9+4=(x—3)2+4;

Se realiza el siguiente cambio de variable:
v=x-—3;dv=dx

94.. —Resolver: J

f dv

Vv? + 4

Se aplica la sustitucion y simplificacion del segundo caso de sustitucion
trigonométrica:
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2 See2(t)
= f—dt = fSec(t)dt = In|Sec(t) + Tan(t)|

2-Seefty
Se utiliza la gréafica para determinar el valor de la funcién Tangente y Secante:

I«/(x—3)2+4+x—3l

2 2 +C

Respuesta:In

Sustituciéon
v = 2 tan(t); X
dv = 2Sec?(t)dt Y
Simplificaciéon v
v = 2Sec(t)

xZ

dx
V21 + 4x — x2
Solucion.-

Se descompone el polinomio del denominador de la siguiente manera:
21 +4x—x*=25—- (x —2)%

95. —Resolver: f

f x2dx
V25 — (x — 2)2
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x—-2;du=dx;x=u+2
[ w+2)? u2+4u+4d
Vo Ve
Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

(5Sen(t))? + 4(5Sen(t)) + 4
B 5Cos(t)

= 25fSen2(t) + ZOfSen(t)dt+4fdt
J‘ (1 —Cos(2¢t)
2

5Cos(t)dt

=25

25 25
= 7t — TSen(t)Cos(t) —20Cos(t) + 4t

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno, Coseno y t:

dt + 20(—Cos(t)) + 4t

180



Calculo Integral

25  _uy 25 uv25—u? 25 —u?
- B (&) - BB VB

+4Sen_1(E)
) 5/ 2% 5 5

33
Respuesta: —Sen

_1 <x—2>_ (x —2){/25 — (x — 2)2

2 5 2
J25—(x — 2)2
—20 ( ) +C
5
Sustituciéon
u =5 Sen(t);
du =5 Cos(t) °
Simplificacion
u=>5Cos(t) "
725 —u?

V25 — x2
96. —Resolver: f de
Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:
_c Cosz(t) _c 1-— Senz(t)
.f Se (t) f Sen(t)
Se aplica la identidad trigonométrica pitagorica:
Sen?(t) + Cos*(t) = 1; Cos?*(t) = 1 — Sen?(t)

_ SU Sei(t) dt—fSSe:Tz((:))dt _ SU Csc(t)dt—fSen(t)dt]

= 5In|Csc(t) — Cot(t)| + 5 Cos(t)
Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funcién Coseno y
Cotangente y Cosecante:

5 \/25—x2
x

+25-x2|+C

Respuesta: 51n

Sustituciéon
x =5 Sen(t);
dx =5 Cos(t)

Simplificacion
v 25 —x2
x =5 Cos(t) *
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97.— Resolver: f
Vorz —
Solucion.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = 3r;du = 3dr
3 f dr du
Vorz —1 vu? -1
Se aplica la sustitucién y simplificacion del tercer caso de sustitucion
trigonométrica:

SecrTanr
=j—dr =1In|Secr + Tanr|+C
Tanr

Se utiliza la gréfica para determinar el valor de la funciébn Secante y
Tangente:

Respuesta: In |3r + /972 — 1| +C

Sustitucion

u = Sec(r);

du =Secr Tanr
Simplificacion v

u=Tanr W —1

98. — Resolverf
Vv1— x
Solucion.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u =+x:;u? = x;2udu = dx
u.2udu ) u?du p
iz Ve
Se aplica la sustitucion y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

Sen?(t)Cos(t) 1 — Cos(2t)
:ZIT@dtZZJ#dt

= fdt — f Cos(2t)dt =t — Sen(t)Cos(t) + C

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno, Coseno y t:
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=Sen '(u) —uy1—u?+C = Sen ' (Vx) —Vx 1—\/§2+C=
Respuesta: (Vx) —Vxy1—x+C

Sustitucion
u=Sent

du = Costdt
Simplificacion
u=~Cost

v1-—u?

dx

99.—Resolver:f—
xvVx% —2

Solucién.-

Se aplica la sustitucion y simplificacion del tercer caso de sustitucion

trigonométrica:
[ V2Seel®Tan(dt 1 fdt— 1 o
T See()Tanity V2 V2

Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funcién Seno, Coseno y t:

R t 1 Sec_l(x>+C
espuesia. — e
P vz

V2

Sustitucion

x =2 Sec(t)

dx =2 Sec(t)Tan(t) dt
Simplificaciéon "

x =2 Tan (t) x?—2

183



Calculo Integral

100. —Resolver: f

/6 —
Solucion.-

Se aplica la sustitucién y simplificacion del primer caso de sustitucion
trigonométrica:

6Sen?(t)

z —————l6CosB)dt = 6fSen2(t)dt

_ 1—Cos(2t) , 1 Cos(2t) _
—6I#dt—6[.f§dt—f 3 dt] =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=2tdu=2dt

1 1.1
= 6(f§dt - (E)(E)fCos(u)du

t 1 3
=6 [E — ZSen(Zt)] =3t — ESen(Zt) +C

3
=3t — 3 2 Sen(t)Cos(t) + C = 3t — 3Sen(t)Cos(t) + C
Se utiliza la grafica para determinar el valor de la funciéon Seno, Coseno y t:
y = V6 Sen(t);t = Sen™! <L>

NG

= 3Sen! (l)—3(l) WEZ6) e

V6 V6 V6

(Y yJy:—6

= 3Sen™! (—)—3 —_

V6 ( 6 )

- y y
Respuesta: 3Sen ! (—)—— —-6+C
4 NG y?
Sustitucion
x =V6Sent
dx =6 Cos t dt o
Simplificacion
x =6 Cost y
y?—6
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4.2EJERCICIOS PROPUESTOS DE
SUSTITUCION TRIGONOMETRICA:

Utilizando la técnica de integracion de la sustitucion
trigonométrica, resuelva las siguientes integrales:

N
' p2+4p+9

) f Sen 0
' VCo0s2%6 + 4 CosO + 1
4ﬂ2
3.—[—3dﬁ
1-p2)2

dm
o
m+/(1+Inm)?
dw
-
5+4w— w?

Respuestas a los ejercicios propuestos

1: Tan™ (”—j;) +C

(Cos 6 +2) ++/(Cos 6 +2)2—3
V3

2: —In +C

3. 2P
Ny
4:n [y T+ Anm)? +Inm| + C

w— 2
5: Sen™1! (T) +C

— 4 Sen"1p+C

185



Calculo Integral

5.INTEGRACION TRIGONOMETRICA

Segun (Demidovich, B. et al., 2001) esta técnica se utiliza
basicamente cuando encontramos el producto de potencias
trigonométricas.

Para el proceso de integracion se necesitard de identidades
trigonométricas pitagodricas, del &ngulo doble, del &ngulo medio,
etc.

Sen®x + Cos’x =1
1+ Tan?x = Sec?x

1+ Cot?x = Csc?x

1-Cos 2x
Sen®x =
2
1+Cos 2x
Cos’x = —=
2
Caso1

[Sen™xdx o [ Cos™xdx cuando nesun numero positivo
impar

(n-1)
2

Sen™x = Sen™1x Senx = (Sen’x) z Senx=(1-
(n-1)
Cos?®x) z Senx
(n-1)
Cos™ x = Cos™ 1 x Cosx = (Cos?x) Cosx = (1—

2 (n-1)
Sen“x) 2 Cosx

186



Calculo Integral

Caso 2
Identidades trigonométricas del angulo medio

[ Sen™x Cos™ x dx cuando uno de los exponentes es un
entero positivo impar

Sinesimpar

Sen™ x Cos™x = Sen™ ' x Cos™x Senx =

(n-1)
(Sen?x) z Cos™x Senx = (1—
(n-1)

Cos?x) z Cos™x Senx
Simes impar

Sen™ x Cos™x = Sen" x Cos™ 'x Cosx =
(m-1)
Sen™ x (Cos?x) z Cosx=Sen"x (1-—

m—1)

(
Sen?x) z Cosx

Caso 3
[Sen™xdx; [Cos™xdx; [Sen™x Cos™ x dx
cuando my n son enteros positivos pares

1-Cos Zx)E
2

Sen™ x = (Sen?x)' /2 = (

n
1+Cos Zx)E

2

Cos™ x = (Cos? x)"/2 = (

Sen™ x Cos™x = (Sen? x)"/2 (Cos? x)"/2
n n
2

(1 — Cos Zx)f (1 + Cos Zx)
2 2
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Caso 4

[ Senmx Cos nx dx = %Sen (m+n)x+%5en (m—n)x
[Senmx ennx dx = — i Cos(m+n)x+% Cos (m —n)x

[ Cos mx Cosnx dx = % Cos (m+ n)x +% Cos (m —n)x
Caso 5

[Tan™ x dx; [ Cot™ x dx cuando n es un entero positivo
Tan™ x = Tan™ 2 x Tan? x = Tan™ % x (Sec? x — 1)
Cot™ x = Cot™ 2 x Cot? x = (Cot™ % x) (Csc>x—1)

[Sec™xdx; [Csc™xdx cuando n es un entero positivo
par

Sec™ x = Sec™ % x Sec? x = (Sec? x)"=2/2 (Sec?x) =
(Tan?x + 1)=2)/2 (Sec? x)

n-2
Csc™x = Csc™ 2 x Csc?>x = (Csc?x) 2 (Csc?x)

n-—2
= (Cot?’x +1) 2 (Csc?x)
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5.1EJERCICIOS DE INTEGRALES CON
INTEGRACION TRIGONOMETRICA.

1.— Resolver:f tan*x dx

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

= J. tan® x tan’x dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica sec?x — 1 = tan®x:
= j tan’x (sec’x — 1) dx = f tan?x sec?x dx — f tan’x dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = tan x; du = sec? xdx
3

u
:fuzdu—fseczx—ldx=?—<fseczxdx—fdx)=

tan3 x
=—3 —(tanx —x) +C =
tan3(x)
Respuesta: —3 tanx+x+C

2. — Resolver:f tan® 3x dx

Solucién.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

= J tan* 3x tan?3x dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica sec?x — 1 = tan?x:

=ftan4 3x (sec?3x — 1)dx =

= f tan* 3x sec? 3x dx — f tan* 3x dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:

u =tan3x; du = 3 sec? 3x dx

1
=§fu4 du—ftan2 3x (sec?3x — 1) dx
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1
=15 u® — (f tan? 3x sec?3x dx — f tan? 3xdx>

=iu5—<lfu2du—f(secz?>x —1)dx>
15 3

3 tan® 3x 1u3 (1] 5 ) N
=—= 33 3 | sec’u)+x
3 tan®3x ud® 1

——+—-tanu—x+0C

15 9 3
R . .tan53x tan33x_i_1t 3 .
espuesta: — = 5 Ftan3x —x

3.— Resolver: f sect x dx

Solucién.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

fsec2 x sec® x dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica sec?x = 1+ tan?x:
= f(1+tan2x)sec2x dx =fsec2xdx+ftan2xsec2xdx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=tanx; du = sec® x dx
3
) u
=tanx+]u du =tanx+?+C =

tan® x

3 +C

Respuesta: tan x +

4. —Resolver: fcots(Zx)dx

Solucién.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

= f cot3(2x) cot?(2x)dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica cot?x = csc?x — 1:

= fcot3(2x) (csc?(2x) — 1)dx =
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=fcot3(2x)cscz(2x)dx—fcot3(2x) dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = cot (2x); du = =2 csc*(2x)dx

= —% fu3 du — (.f cot (2x)cot2(2x)dx> =

1u*
=5 f cot (2x)(csc?(2x) — 1) dx =
ut
-5 f(cscz(Zx)cot(Zx))dx + f cot (2x)dx =
3 cot4(2x)+1f 4 +1f rud
= 5 5 | wduts | cotudu

B cot4(2x)+u2+1l | Itc
= 3 7+ [nlsenu
3 cot4(2x)+u2+1l | c
= 3 7 +3 Inlsenu

R e cot*(2x) (coth)2+1
espuesta: 3 r >

In|sen (2x)|+ C

5.— Resolver:f csc® (x)dx

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

J csc(x) csc? (x) dx =

Se encuentran los valores de u, du, v y dv, para aplicarlos en la formula de la
integracion por partes
u = csc (x); du = — esc(x) cot(x); dv = csc® x ;v = — cot(x);

= —csc (x)cot (x) — f cot?(x)csc (x)dx =

= —csc (x)cot (x) — f(cscz(x) — 1Desc (x)dx =

= —csc (x)cot (x) — f(csc:"'(x))dx + f csc (x)dx

= —csc (x)cot (x) — f(cscz‘(x))dx + f csc (x)dx
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f csc3(x)dx + f csc3(x)dx =
= —csc (x)cot (x) + In|csc (x) — cot (x)]
2 f csc3(x)dx = —csc (x)cot (x) + In|csc (x) — cot (x)| =

—csc (x)cot (x) 4 In|csc (x) — cot (x)| +

2 2 ¢

Respuesta:

6.— Resolver:f e* tan*(e®) dx

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=e% du=e*dx

= j tan*(w) du =

Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:
= f tan?(u) tan?(u) du =

Se utiliza la identidad trigonométrica tan?x = sec?x — 1:

= j tan? (u)(sec?(u) — 1)du =

= f tan®(u)sec?(w)du — f tan?(u)du =
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = tan(u); du = sec?*(u)du
3
u
=.[u2 du—jsecz(u)—l du = ?—(tan(u)—u)+C

u3
=?—tan(u)+u+C=

Respuesta: —tan(e®*)+e*+C

tan3(e¥)
3

sec* (In|x
(In|x]) dx

7.— Resolver: f
X

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:

d
u=Inxdu=—
X
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= J.sec4 (wWdu =

Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:
= fsecz(u) sec? (wW)du =

Se utiliza la identidad trigonométrica tan®x + 1 = sec?x:

= f(tan2 (w) + 1) sec? (wW)du =

= f tan? (w)sec?(u) du + f sec? (u)du =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = tan(u); du = sec?*(u)du

=fu2du+tan(u)+C=

tan3(In x)

3 +tan(Inx) + C

Respuesta:

8. — Resolver: f tan®(x)sec*(x)dx

Solucién.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

J tan®(x)sec?(x) sec?(x)dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica tan?x + 1 = sec?x:

= f tan®(x)sec?(x) (tan?(x) + 1)dx =

= f tan®(x)sec? (x)dx +ftan6(x)sec2 (x)dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = tan(u); du = sec?*(u)du
=fu8du+fu6du=u—9+u—7+C
9 7
tan’(x) tan’(x)
9 7

Respuesta:
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9. —Resolver: f tan®(x)sec?(x)dx

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

= f(tan2 (x))? sec?(x) sec(x) tan (x)dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica tan?x = sec?x — 1:
= f(sec2 (x) — 1)? sec?(x) sec(x)tan (x)dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = sec(x); du = sec(x)tan (x)

:f(uz—l)zu2 du=f(u4—2u2+1)u2 du =
u  u® U
_ 6 _ 9yd 4 02 _L 2t
f(u 2u* +u®) du > 25+3+C
sec’(x) sec’(x) sec3(x)
7 5 3

Respuesta: +C

10.—Resolver:f cot?*(3x)csc*(3x)dx

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

= jcotz (3x)csc?(3x)csc?(3x)dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica csc?x = cot?x + 1:

= f cot? (3x)csc?(3x) (cot?(3x) + 1)dx =

= jcot‘* (3x)csc?(3x)dx +fcot2(3x)cscz(3x)dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:

u = cot (3x); du = —3 csc’x dx
1 1 1 1
=—§fu4du—§fu2du=—ﬁu5—§u3+C

1 1
Respuesta: — 1—scot5 (3x) — §c0t3(3x) +C
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11. — Resolver: f sen (2x) cos(3x)dx

Solucion.-

Se aplica la identidad trigonométrica de Sen (m) Cos (n) = Sen (m —n) +

Sen (m + n):

= %f(sen (2-3)x+sen(2+3)x)dx =
J— 1 J—

= Ef(sen (=x) +sen (5x)) dx =

J— 1 J—

= Ej(sen (5x) —sen (x)) dx =

= %fsen (5x) —%fsen (x) dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = 5x;du = 5dx;

11 1 1 1
= Egj sen (u)du — > (—cos(x)) = (——cos(u) + —cosx

10

1 1
Respuesta: — 10 cos(5x) + 5 cosx+C

12. — Resolver: J sen (3x)sen (3x) dx

Solucién.-

Se aplica la identidad trigonométrica de Sen (m) Sen (n) = Cos (m —n) —

Cos (m+n):

1 1
= 5_[ cos(3 —3)x —cos(3+3)xdx =§f —cos(6x)dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = 6x; du = 6dx

L cosudum Lsenur
= —— % — = - =
5" 6 cosu au 1258nu

1
Respuesta: — 1z sen (6x) + C

)+c
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13. — Resolver: f sen (x) cos(x)dx

Solucién.-
Se aplica la identidad trigonométrica de Sen (m) Cos (n) = Sen (m —n) +
Sen (m + n):

1 1
= Ef sen(1 — 1)x +sen(1+ 1) x dx =Ef sen (2x)dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=2x; du = 2dx

! 1f d ! w+C
= — % — = — - =
5*5 senu au 4‘COSU,

1
Respuesta: — ) cos (2x)+C
14. — Resolver:f cos(3x) cos(4x)dx

Solucién.-
Se aplica la identidad trigonométrica de Cos (m) Cos (n) = Cos (m —n) +
Cos (m +n):

f cos(3 —4)x +cos(3+4)x dx]

J cos(—x) + cos(7x)dx] = %[f cos(x) + cos(7x)dx]

N[ = DN = DN -

fcosx dx+fcos7x dx]

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u="7x;du="7dx
1

1 1 1
zz(senx+7fcosudu> =E<senx+§ senu)+C

1 1
Respuesta: E(sen x+ - sen (7x)> +C

15.—Resolver:fcos(x) cos(7x)dx

Solucién.-
Se aplica la identidad trigonométrica de Cos (i) Cos (n) = Cos (m —n) +
Cos (m +n):
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1

2 U cos(1 —7)x +cos(1 +7) x dx]
1 1

=3 f cos(—6x) + cos(8x) dx] = Ef cos(6x) + cos(8x)dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=6x;du=6dx; u=8x; du =8dx

1r11 1 1/1 1
= —fcosudu+§fcosu du] =—<— senu+§ senu)+C

216 2\6
! + +C
=-—senu+-—senu =
12 16
1 1
Respuesta: — sen 6x +_— sen 8x + C

12 16

16.—Resolver:f cot*(x)dx

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

= f cot? (x) cot? (x) dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica cot?x = csc?x — 1:

= jcotz (x) (csc?(x) — 1)dx =
=fcot2 (x)csc?(x)dx — fcotz(x)dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = cot (x); du = —csc?(x)dx

= —fuz du—f(cscz(x)—l) dx =
3 3

:—u?—(fcscz(x)dx—fdx):—u?—(—cot(x)—x)+C

cot®(x)

3 +cot(x)+x+C

Respuesta: —

17. —Resolver: jxsen 2(x%)dx

Solucién.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = x?%; du = xdx
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1
= E_f sen?(uw)du =
1—cost.

Se utiliza la identidad trigonométrica sen?(x) = >

1(1—cos2u 111 1 [ cos2u
=_f—du=_f_du__f du

2 2 2) 2 2 2

1 1 1 4 1 1 +C
= — — — %k — % — = — —_—

2¥ 5% 2fcosx x=gu-g sen (x)

1

el Qu)+C
—4x 85611 u

1 1
Respuesta: 7 x? — g sen (2x2)+C

cos?(x)
18.—Resolver:f—
sen*(x)

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

f cos?(x) 1

= *

sen?(x) sen?(x)

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = cot (x); du = —csc?(x)dx

u3
= [corrteser( dx =~ [wrdu ==+

cot3(x)
Respuesta: — —3 +C

19. — Resolver: J sen* x dx

Solucién.-
Se utiliza la identidad trigonométrica sen?(x) =

J(l—COSZX)Zd _
2 X =
1 —2cos2x + cos? 2x
:f 2 dx =

1
=Z(_[cix—chostdx+fcos2 2xdx)

1-cos ZX.
2
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_1( 2 5 +f1+cos4xd)
—4x 2senx 5 X

—1( : z+1(fd+f 4x dx))
=g\x—gsenZx+3 x cos 4x dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=4x; du =4dx

—1( 2 2 +1 +1 1 4>+
—Z X ESEH X E.X E Zsen X c
—1( 2%+ o o 4)+

—4 X sen 4Xx ZX 85en X c

_ 1 sen 2x 4 1 4 sen 4x
—3¥ T T2 Tt T T3
3 sen 2x sen4x

Respuesta: §x— 1 + 32 +c

+c

20.— Resolver:fsenzx cos?’x dx

Solucioén.-
. . . . . 2 1—cos2x
Se utiliza la identidad trigonométrica sen®(x) = e

1+cos2x,
2

j (1 — Ccos Zx) (1 + cos Zx) d
2 2 x

1
= Zf(l — cos 2x)(1 + cos 2x) dx

1
= Z_[(l + cos 2x — cos 2x — cos? 2x) dx

_1(J'd f 25 d)—l( f1+COS4xd)
=3 X cos“ 2x dx =3 X > X

cos?(x) =

2 ) e a3 fesiea
—4x2 COSXX—4X2 XZCOSXX

B T R T L ontet
—4x 2X SSenx C—4X 8x 325enx Cc

1 1
Respuesta: §x - ﬁsen 4x +c
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21.— Resolver:fsenzx cos*x dx

Solucién.-
Se utiliza la identidad trigonométrica sen?(x) =

1+cos2x,
2

B f (1 — cos Zx) (1 + cos 2x)2 4
= 2 2 x

f (1 — cos 2x> <1 + 2 cos 2x + cos? 2x> 4
= x
2 4

1
= gj(l + 2 cos 2x + cos? 2x — cos 2x — 2 cos? 2x — cos3 2x) dx

1-cos2x

; cos?(x) =

1
=§(f1 + cos 2x — cos? 2x — cos? Zx)dx

g(fdx—jCOSZx dx—fcos 2xdx—fcos 2xdx)

1 1+ cos4x )

—(x —sean—f—dx—fcos 2Xx COS 2x dx)
8 2 2

1( L sen2x—sx—2sendx— |1 2 2x) cos 2 d)
3 x + 2sen X 2x 8sen X sen “ 2x)cos 2x dx
1( 1 ) 1 1 4

g Esen x—Ex—gsen X

—fcost dx+fsen2 2x cos2x dx)

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=sen2x; du=2cos2x

—1(+1 2 1+1 4 L 2+1f2d)
—8x zsenx 2x 8senx zsenx ) u u

_1( 1 ) 1 1 4 1 ) 1, )
=3 x+Esen x—§x+§sen X —sen x+gu +c

1 1 1
- il _ = 3
Respuesta: 16 x+ o1 sen4x 18 sen>2x+c
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22. —Resolver:f cos® 3x dx

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

= f(cos2 3x)? cos? 3x dx

1+cos2x,
2

Se utiliza la identidad trigonométrica cos?(x) =

1 + cos 6x\2 /1 + cos 6x
:f< 2 )( 2 )dx

1
= §f(1 + 2 cos 6x + cos? 6x)(1 + cos 6x) dx

1
= gj(l + cos 6x + 2 cos 6x + 2 cos? 6x + cos? 6x + cos® 6x)dx

1
:§(f dx+3fcos6xdx+3jc0526xdx+fcos36xdx)

YA
—8X Zsenx

1 1 3
—g(x+2—sen6x+§(jdx+fc0512xdx)

+ f(l — sen? 6x) cos 6x dx)

1+ cos12x

5 dx + f cos? 6x cos 6x dx)

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=sen6x du=6cos6xdx

L Leenox+3(x Len1)
—8 X zsen X 5 X 1258n X

+ j cos 6x dx — fsenz 6x cos 6x dx)

et Doenbx + 25+ 2sen12x + senx — ) +
—8 X Zsen X 2x 24sen X 6sen X 63 c

5 1 1 1
) 3
Respuesta.1 ix+ 12 sen6x + i ISen12x+ 144 5€M 6x+c
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dx

23.—Resolver:f—4
sen *x

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

J.csc‘*x dx = f csc?x csc’x dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica csc?x = cot?x + 1:

= f(l + cot?x)csc?x dx = f(csczx + csc?x cot?x)dx =

= jcsczx dx + j csc?x cot?x dx = —cotx + f u?- —du =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=cotx du=—csc’*xdx

u3
= —cotx — ? +c=

cot3x
3

Respuesta: — cotx — +c

dx
cos®x

24. —Resolver: J

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

= fsecf’x dx = f(seczx)2 sec?x dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica sec?x = tan®x + 1:

= f(l + tan®x)? sec?x dx = fseczx(l + 2 tan®x + tan*x) dx

= jseczx dx + 2fseczx tan®x dx + f tan*x sec®x dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=tanx; du = sec’x dx
5

2 4 2 3 U
=tanx+2 | u“du+ | u du=tanx+§u +?+c
5

2 3 tan’x
Respuesta: tanx + -tan~x +

3 5+c
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cos’x
25.— Resolver:f
se

néx
Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

cos?x 1 1
J. dx

sen?x sen’x sen?x
= fcotzx - csc?x cscx dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica csc?x = cot?x + 1:

= jcotzx (1 + cot?x)csc?x dx

= jcotzx-csczx dx +jcsczx - cot*x dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = cotx du = —csc’xdx

ud ub
=—|u?q _j Yy = ——— — =
ju u u* du 3 5+c

cot3’x cot’x

3 5

Respuesta: — +c

dx
sen®x

26. —Resolver: J

Solucion.-
Se reemplaza la equivalencia csc®x =

senbx’

= J csclx dx = jcsczx (1 + cot?x)? dx
= f csc?x (1 + 2 cot?x + cot*x)dx

= fcsczx dx + 2f cot?x - csc?x dx + f cot*x - csc?x dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:

u=cotx; du = —csc’x dx
) . 2ud b
=—cotx—2|u*du—|u du=—cotx—T—?+c
2 cot®x cot’x
Respuesta: — cotx — 3 ~— 35 +c
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27. —Resolver:f tan?5x dx

Solucion.-

senzx

Se reemplaza la equivalencia tan?x =

f sen? 5x
= | ———dx =

cos2x’

cos?5x
Se aplica la identidad trigonométrica pitagérica

1 — cos?5x
J'( )dx

cos2 5x

_f fcosZSxd _f 26 g fd 3
"~ ) cos?5x c0s?%5x X = secoxax =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=5x; du=5dx

1 1
:§fseczudu—fdx=§tanu—x+c

1
Respuesta: gtan 5x—x+c

28. —Resolver:J cot®x dx

Solucién.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

= f cot?x - cotx dx =
Se utiliza la identidad trigonométrica cot?x = csc?x — 1:
= f(csczx — 1) cotx dx :f csc?x - cotx dx — f cotx dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = cot x; du = — csc?x dx

2
u
=—fu du—jcotxdx=—7—ln(senx)+c
2

2

Respuesta: — —In(senx)+c
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29. —Resolver: f(tan 2x + cot 2x)? dx
Solucién.-

= f(tanZZx +2tan 2x-cot2x + cot22x)dx

:ftanZZxdx+2ftan2x-cot2x dx+fcot22x dx

Se utiliza las identidades trigonométricas tan?x = sec’x — 1; cot?x =
csc?x — 1:

= j(secZZx —1dx + 2f osZx senZx dx + f(cchZx —1)dx

:jseCZZxdx—jdx+2jdx+fcsc22xdx—fdx

1 1
=—tan2x —x + 2x + (—Ecoth)—x+c

sen2x CoS2x

2
1 1
Respuesta: Etan 2x — Ecot 2x+c
dx
30. —Resolver: f _—
1+ cosx

Solucién.-
Se multiplica la fraccion por la conjugada, de la siguiente manera:
f 1 1—cosx

1+cosx 1—cosx
1—cosx 1—cosx
= 5 dx = —zdx
1—cosx+ cosx —cos?x 1—cos“x
dx coS X
= 5= — 5 dx
sen‘4x sen‘4x
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=senx; du = cosx

=fcsc2x—ju‘zdu=fcsczx+u‘1+c=

=—cotx+a+c=—cotx+ +c

senx
Respuesta: —cotx + cscx+c¢
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2senw—1

31. —Resolver: f dw

cos?w
Solucion.-
Se descompone la fraccién de la siguiente manera:

2senw dw
= s dw — 2
cos?w cos?w

Se realiza el siguiente cambio de variable:

u=cosw du = —senwdw
—Zf——fsec de—qu‘zdu—fseczwdw
-2yt
= —tanw+c———tanw+c=——tanw+c
-1 u cosw

Respuesta: 2 secw — tanw + ¢

tan3v/x p
NE
Solucién.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:

32. —Resolver: X

1
u= x1/2; du = Ex_l/l dx

=2 f tan3u du =

Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:
= ZJtanZu tanu du =

Se utiliza la identidad trigonométrica tan®x = sec?x — 1:

=2 j(seczu —1)tanu du

=2ftanu sec’u du—Z—ftanu du

Se realiza el siguiente cambio de variable:
v=tanw;, dv = sec*udu

2
v
= 2fvdv+21n|cos ul+c =27+21n|cosu| +c

= tan®u + 2In|cosu| + c =
Respuesta: tan®\Jx — 2 lnlcos Vx | +c
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csctx

33.—Resolver:f 5 dx
cot?x

Solucion.-

- - 1 Cosx
Se reemplaza la equivalencia cscx = ——;cotx = :

senx

1
——— dx
cos x sen?x cos?x

dx _f dx _J‘ 4
(cosxsenx)? (sen 2x)2 ) sen?2x
2

4
= 4jcsc22x dx = —Ecoth +c=

Respuesta: — 2 cot2x + ¢
21
34. —Resolver: | sen En’x dx

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

1 2
=f<sen2§nx) dx =

Se utiliza la identidad trigonométrica sen?(x) = —=* 2x,

2

1 — cos mx\* 1 2
=I<T> dx=1<f1—2cos7rx+cos nx) dx

1
:Z(fdx—chosnx dx+fcosznxdx)

1 2 1+ cos2mx
= —(x——sennx+ j—dx)
4 T 2

1 2 1 p 1 ) d)
—Z(x—Esennx+§ x+§fcos X dx

1( 2 +1 +1 1 ) )+
2 X nsennx Zx 5 o sen 2mx c
1 1 1

1
Respuesta: Zx - 2—sen X+ < 3 =X+ Fsen 2wx + ¢
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1
35. — Resolver: f sen3 Ent dt

Solucion.-

Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

f 21 t ! tdt =
sen 27'[ senzn =

Se aplica la identidad trigonométrica pitagoérica:

—f(l th) lt—f 1tdtf
= coSs 27T SeTlZT[ = SeTlZT[

Se realiza el siguiente cambio de variable:

_cosomt;  du=-Tsentmtdt
u=cosymt; u=-—osen;m
2 1 , 2 2 1
:——cos—nt+fu —du=——coszmt+—-—+c
T 2 T T 2 T
= . t+ 2 cos? t+
=——coso mt+o—costomt + ¢
1 31
—6c0s7n’t+2cos AL
Respuesta: +c

3n

36. — Resolver:Jsenzn't - cos?mt dt
Solucién.-

= J(sen mt - cos mt)? dt

Se multiplica y se divide para 2 para completar la identidad trigonométrica

sen2x =2 Senx Cos x

3 j (sen 27Tt)2 it = j sin?2mt it = 1f (1 — cos 4mt it
B 2 B 4 T4

,1 1
cos ET[t rsen—mt

2 ud

3

1 1 1 1
=§fdt—§fcos4nt dt =§t—ﬁsen4nt+c
1 1
Respuesta: 8 <t - Esen 4-1'tt> +c

208



Calculo Integral

1 1
7.— 2_x-cos?=xd
3 fsen 5% cos’ S xdx

Solucion.-
Se multiplica y se divide para 2 para completar la identidad trigonométrica
sen2x =2 Senx Cos x

— 1 1 Zd —
—f(senzx COSEX) X =

2

2
_f senz x d _J’(Senx)zd _fsenzxd _ 1[ 2y dy =
= 5 x = 5 x = g dx =g | sen*xdx =

1-cos2x,
2

Se utiliza la identidad trigonométrica sen?(x) =

_1fl—c052xd __1]‘(1 22)d
=3 > x——8 cos 2x)dx

1
= g(fdx—fcosbcdx)+c

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=2x; du=2dx

1 1
Respuesta: FRARETRLLL 2x+c

38. —Resolver: J sen3x:cos5x dx

Solucion.-
. . R 1
Se aplica lo siguiente: [senmx :cosnxdx = Esen(m +n)x +

1
Esen(m —n)xdx

1 1
= f—sen(S + 5)x + —sen(3 — 5)x dx

2 2
1 1

= jisen 8x dx +5jsin(—2x)dx
11

1
=__.Z Z 2 =
> 86058x+4cos x+c

1 1
Respuesta: — 16 cos 8x + 1 cos2x+c¢
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39. —Resolver:fsen34x - cosS4x dx

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica y se aplica la identidad
trigonométrica pitagorica.

= f(l — cos?4x) sen4x - cos®4x dx =

= fsen4x-60554x dx—fsenélx- cos’ 4x dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:

1
u = cos 4x; du = —Zsen4x dx
1 1 11 11
- __ Sd - 7d - __._,6 —._.8
4ju u+4ju u 46u+48u+c

R ta: — = cos® 4x + = cos® 4x +
espuesta. ﬂCOS X S—ZCOS X+ C

40. —Resolver:fsensax dx

Solucién.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

= f(senzax)z senax dx = f(l — cos®ax)? sen ax dx
= j(l — 2 cos?ax + cos*ax) senax dx

= f senax — 2 f cos?ax - senax + f cos*ax - senax dx

Se realiza los siguientes cambios de variables:

u=ax; du=adx; u=cosax; du=-—asenaxdx
1 2 2 1 4
=——cosax+— | udu——| u*du=
a a a
1 2w ud
=——cosax+—-————+¢
a a 3 ab

1 2 3 1 5
Respuesta: — —cos ax + s—cos’ax ———cos’ax + ¢
a 3a 5a
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cos°2x

—dx
Vsen2x

41. —Resolver:

Solucion.-

= f cos52x - sen™ 122x dx =

Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:
= f(cosZZX)2 cos 2x - sen™ 122x dx =

Se aplica la identidad trigonométrica pitagoérica:

= f(l — sen?2x)? cos 2x - sen™ /22x dx
= j(l — 2sen?2x + sin*2x) cos 2x - sin~/22x dx
= jcos 2x - sin~/22x dx

— f cos2x-2 sin3/22x dx + f coS 2x -sin7/22x dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=sen2x; du=2 cos2xdx

1 1 1
zzfu‘l/zdu—z-zfu%du+§fu7/2 du

1 u1/2 u5/2 1 u9/2

= — = —
TN

2 1
= sen 1/22x — gsenS/ZZx + §sen9/22x +c

1/ 2 2 1 4
Respuesta: sen /22x|1— gsen 2x +§sen 2x|+c

42. — Resolver:J cots% dy

Solucién.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la siguiente manera:

= f (cot2 %)2 cot% dy

Se utiliza la identidad trigonométrica cot?x = csc?x — 1:

y z oy y y y
— 2 — 4 2
= f (csc 2 1) cot4 dy = j (csc 1 2csc 2 + 1) cot4 dy
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_ 42 ot _f 2Y . ot? f Y
fcsc 1 cot4dy 2 | csc 1 cot4dy+ cot4dy

Se realiza el siguiente cambio de variable:

_ ey L R
u—csc4, du = 4csc4 cot4dy
—f csc3z-cscz
4 4
y
scot=d
2 y

y y y y
Z.fcsc4 csc4 cot4dy+fcot4 dy

=—4fu3du+8fudu+ln|sen%|+c

4 2

= —4= 485 +In|send] +
= 7 2 n Sen4 c
Respuesta: — csc“% + 4csc? % +In |sen%| +c

43.—Resolver: f(tan 3x — cot 3x)3dx

Solucién.-

= j(tan33x dx — 3tan?3x cot 3x + 3 tan 3x cot?3x — cot33x)dx

= f tan33x dx — f 3tan? 3x cot3x dx

+3 f tan 3x cot?3x dx — f cot33x dx

Se utiliza la identidad trigonométrica tan?x = sec?x — 1:
3 sen? 3x cos3x

= 23x —1)tan3x d —f .
j(sec x ) tan 3x dx cos?3x sen3x

3 J‘ sen3x cos?3x
cos3x sen? 3x
Se realiza los siguientes cambios de variables:

u=tan3x du=3sec?3xdx; u=cot3x du=—-3csc*3xdx

1

=§fudu—ftan3xdx—3ftan3xdx

1
+3fcot3xdx+§fudu+fcot3xdx=

dx — f(csczf%x — 1) cot3x dx
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1 1
:guz—4ftan3xdx+4fcot3xdx+gu2+c

1
Respuesta: 3 tan?3x

4 4 1,
+ §ln|cos 3x| + §ln|sen 3x| +gcot 3x+c

44.—Resolver: f(cot‘*Sx + cot?3x) dx
Solucion.-
jcot43x dx + j cot?3x dx

Se utiliza la identidad trigonométrica cot?x = csc?x — 1:

= f(cchSx —1)cot?3x dx + f cot?3x dx

= jcscz3x - cot?3x dx—fcot23x dx+fcot23x dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:

u = cot 3x; du = —3 csc?3x dx
1 1

_ 2 _ 3 _

=—=ludu =——-u’+c=
3| ;

1
Respuesta: — 600t33x +c

45. —Resolver:ftan“x dx

Solucion.-

Se descompone la potencia trigonométrica y se utiliza la identidad

trigonométrica tan®x = sec?®x — 1:
= J(sec2 x — 1) tan? x dx
= f(secz x—1)tan®? xdx = f sec? x tan? x — tan® x dx

= fsecz xtan?x — (sec?x — 1) dx

=fsec2xtan2x—fseczx+fdx
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Se realiza el siguiente cambio de variable:
du

sec2 x

2 2 du 2
= | sec*x.u >—— | sec“x + dx
sec?x

_ 2 2 _u3
= | u*du— | sec*x + dx—?—tanx+x+C

u=tanx; du = sec?xdx; dx =

tan3 x
= 3 —tanx+x+C =

1
Respuesta: §(tan3 x—3tanx+3x)+C

46.—Resolver: [ e* tan?(e*) dx

Solucion.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:
X X du

u = e*; du = e*dx; dx=§

= jex tan?(u) d—z = jtanz(u) du = f(seczu —1) du
e

=Jsec2udu—jdu=tanu—u+6=

Respuesta: tane* —e* 4+ C

47. —Resolver:fxcotZ(sz) dx

Solucién.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:

du
u = 2x?%; du = 4xdx; dx = —
4x

_ 2 d_u_l 2 _1 B
= xcotu4x—4 cot udu—4 (cscu—1)du

—1( 2ud d)—1 ¢ c
=3 fcsc u u—f u _Z(_CO u—u)+
1
=Z(—cot2x2 —2x3)+C =
2

1
Respuesta: — ; cot 2x?% — 2X + C
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dx
sen (50w (5
Solucion.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:
1
uzg;duzgdx; dx =2du
Se aplica la identidad trigonométrica pitagorica:
sen? u +cos?u
s =2 ————————du
senu cos>u senu cos®u

:zj< senw | cosu >du

48. —Resolver: f

sepucos3u senu-ees3w

senu 1
= 2]( -+ )du
cos3u senucosu

senu 1
= 2(f 3 du+f—du>
cos’u senucosu

Se aplica la identidad sen 2x = 2 sen x cos x

senu du
Y|y
cos>u 2senucosu

Se realizan los siguientes cambios de variables:

dw

v=cosu; dv=—-—senudu; du = — ; w=2u; dw = 2du; du=7

senu

senu dv du 2 dw
—Z(J - +2f )=2(—fv‘3dv+—f )
v3 senu sen 2u 2) senw
(f v73dv + = fcscwdw)

<—— + In|cscw — cotw|>

(ZCOSZ + In|cscw — cotwl) +C

+ 2(In|csc2u — cot2u|) + C

cosi
= @+ 2 (ln|csc2(§) — COtZ(E)D +C

X
Respuesta: sec? (f) + 2In|csc x| — 2In|cot x| + C
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49. —Resolver: f(tan 2x + cot 2x)?

Solucion.-
Se realiza el producto notable: cuadrado de un binomio:

1
= Ef(tanzu + 2 tanu cotu + cot? u)du

1
=E(ftanzudu+f2tanucotudu+fcot2udu)

Sen €OSH
(sec?u—1)du + 2 (——) du
cosu Sentt

+f(csc2u—1)du>
1
:E(fseczudu—fdu+2fdu+fcsc2udu—fdu>
1 1
:E(fseczudu+fcsc2udu)=§(tanu—cotu)+C

1
Respuesta: 5 (tan2x —cot2x)+ C

50. —Resolver: f(sec 5x + csc5x)? dx

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:

du
u = 5x;du = 5dx; dx=?

1
= g-[(secu + cscu)?du =

= gf(sec2 u+ 2secucscu + csc? u)du

1
=§(_[seczudu+2fsecucscudu+fcsc2udu)

2 du 2
sec‘udu+2| —— + | csc udu)
cosusenu

du
(tanu + 2.2_[— - cotu) +C

2cosusenu

(tanu+4j —cotu>+C
sen 2u

E
1
5
1
~5
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Se realiza el siguiente cambio de variable:

dv
v = 2u; dv = 2du; du=7

1 1 dv
:—(tanu+4f .——cotu>+C
5 senv 2

1
= g(tanu + chscv - cotu) +C
1
= g(tanu + 2In|cscv — cotv| — cotu) + C
1
= g(tanu + 21In|csc2u — cot2u| — cotu) + C

1
= g(tan 5x — cot5x + 21In|csc10x — cot10x|) + C

1
Respuesta: 3 (tan 5x — cot 5x
+ 2In|csc10x| — 2In|cot10x|) + C

tan3Vx

NES
Solucion.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:

51. —Resolver: dx

1
u=+vVx; du= ——dx;dx = 2\/xdu
2/x
tan3 u

= .Zﬁdu=2ftan3u du
Vx

Se descompone la potencia trigonométrica y se utiliza la identidad
trigonométrica tan®x = sec?®x — 1:

= ZJtanZutanu du = Z'f(seczu— 1) tanu du

= 2fsec2utanu —tanu du

Se realiza el siguiente cambio de variable:
dv

secZu

= 2(jsec2utanudu—ftanu du)

v =tanw; dv =secZudu; du =
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dv
:2(fseczu.v. 5 —ftanu du)zZ(fvdv—ftanudu)
sec?u
v? v?
=2<7— ftanudu>=2<7+ln|cosu|>+6

= v2 + 2In|cosu| + C = tanu + 2In|cosu| + C
Respuesta: tanVx + 2In|cos Vx| + C

52.—Resolver:ftan2 S5xdx

Solucién.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:
du

u = 5x; du = 5dx; dxz?

f tan? du 1 j‘ an? 1 d
= | tan“u— =— | tan“udu
5 5
Se utiliza la identidad trigonométrica tan?x = sec®x — 1:
1 1
:§f(sec2u— 1) du =§fsec2udu—fdu
1
=—(tanu—u)+C =
5
1
Respuesta: g(tan 5x-5x)+C

(]
53.— Resolver: f tan® (E) do

Solucién.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:
_8 d _8 do=2d

u= X u= > = u

=2 f tan®(w) du =

Se descompone la potencia trigonométrica y se utiliza la identidad
trigonométrica tan?x = sec?x — 1:

= 2ftan3utan2udu = 2ftan3u(sec2u —Ddu =

2 f(tan3 usec’u —tan®u) du
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=2ftan3usec2udu—thanzutanudu

= 2ftan3useczudu—2f(sec2u—1)tanudu

Se realiza el siguiente cambio de variable:
dv

secZu
=than3usec2udu—Zfseczutanudu+thanudu

dv
ec?u

v =tanu; dv = secZudu; du =

dv
2fv3sec2u —2fsec2u.v.
s s

eC2u+2ftanudu

2fv3dv—2fvdv+2ftanudu

vt p?
2 (T_7_ lnlcosu|> +C

<tan4 u tan?u

2

4 2

tan* (g) tan? (%)

4 2

tan* 9
2 2 (0
T—tan 5 —21In
dx
1+ cosx

— 1n|cosu|> +C

G+
Cos 2

0 +C
cos >
Solucion.-

Se multiplica la fraccion por la conjugada de la siguiente manera:
j dx 1—cosx f 1—cosx fl—cosxd
= . = = X
1+cosx 1—cosx 1—cos?x sen? x

Se descompone la fraccidn de la siguiente manera:

1 cosx ) cosx du
= S—dx — s—dx = | csc®xdx — >
sen‘ x sen“ x us cosx
Se realiza el siguiente cambio de variable:

du
cosu

d
=fcsczxdx—f—lzl=fcsczxdx—fu_z
u

=2 —In

Respuesta:

54.— Resolver: f

u=sen x; du=cosxdx; dx =
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-1

= —cotx +
senx

Respuesta: cscx — cotx + C

55.—Resolver: fcot3tdt

Solucion.-

Se descompone la potencia trigonométrica
trigonométrica cot?x = csc?x — 1:

:jcotztcottdt =j(csc2t—1)cottdt

u 1
—cotx——1+C=—cotx+u‘1+C=—cotx+a+C

+C=—cotx+cscx+C

y se utiliza la identidad

:f(cscztcott—cott)dt=fcsc2tcottdt—fc0ttdt

Se realiza el siguiente cambio de variable:
du

u = cott; du=—csc’tdt; dt = ——
csc2t

) du
= | cscetu.— 5= — cottdt =— | udu— | cottdt
csc?t

u>
= —7—ln|sent| +C =

2t
Respuesta: — —In|sent|+ C

2

56. —Resolver:f cot3 2t dt

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:

du
u = 2t; du = 2dt; dt=7

=fcot3ud—u=1fcot3udu
2 2

Se descompone la potencia trigonométrica
trigonométrica cot?x = csc?x — 1:

y se utiliza la identidad
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1 1
= Efcotzucotudu = Ef(csczu —1) cotudu

1 1 1
= Ef(csczucotu — cotu) du = Ef csc? u cotu du _Ef cotu du

Se realiza el siguiente cambio de variable:
dv

CSC2 u

1 dv
:—(fcsc2 u.v(— )—lnlsenu|)+C
2 csc?u

=2 (= [ vav=tnlsenut) = 2 (-2 -1 c
=3 —fv v — In|senu| =57~ n|senu| | +

1/ cot?u
=—=|- —In|senu| |+ C

v=cotu;dv=—csc?udu; du = —

2 2

Respuesta: — —z Elnlsen 2t| + C

57.— Resolver: f cos3 x dx

Solucién.-

Se descompone la potencia trigonométrica y se utiliza la identidad
trigonométrica pitagérica:

=Jcoszxcosx dx =
= f(l — sen?x) cosx dx = f cosx — sen? x cosx dx =

=-[cosxdx—jsen2xcosxdx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=senx; du =cos xdx

3
u
= senx—juzdu=senx——+C

sen3x
3

Respuesta: sen x — +C
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58. —Resolver:f cos’ 0 do

Solucion.-

Se descompone la potencia trigonométrica y se utiliza la identidad
trigonométrica pitagdrica:

= J.(cos2 0) 2 cos db
= f(l — sen?6)?cosh do = f(l — 2 sen?0 + sen*@)cos6 df =
= f cos @ — 2 sen?6 cosf + sen* cos6 df =

= jcos 60do—2 j sen?0 cos6 d6 + j sen*0 cosf db =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=sen0; du=cos0do
3 5
u u
:sene—ZJu2 du+ju4du=sen9—2?+?+C
sen30 sen°0

Respuesta: sen 0 — 2 3 + 5 +C

59. —Resolver: J sen34x cos? 4x dx

Solucién.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
a=4x; da=4dx

1
= Z]sen3a cos?ada =

Se descompone la potencia trigonométrica y se utiliza la identidad
trigonométrica pitagorica:

1
=zf(1—cosza)senacosza da =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
b=cosa;db=—-senada

- —%f(l—bz)bzdb= —%(szdb—fb“db):
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1 b3 b5 3 b5
——(z-=|+C=-=+=+C=
4<3 5) 12720
R . cos34x N cos’4x c
espuesta: —— >0

60. —Resolver:fsen60 do

Se descompone la potencia trigonométrica y se utiliza la identidad

i Atri 1-cos 2
trigonométricas Sen?(x) = %

3 1 — cos26\>
:j(senze) de =I(T> do

_—[(1—3c05249+3cos2 26 — cos320) 0
B 8

1
:§(f d@—3fc0529d9+3fc05229—fc05329)=

1 0 3 29"'3[ 1+ cos2(28) 10
~3 2 S 2 2

1
- 5_[(1 — sen?u) cosu du)

1 3 31
:§<9—§ sen26+§*§(fd9+fcos40d9)
1
—5(fcosudu—fcosusenzudu» =
1 3 3 1 1 )
§<9_§ sen 20 +Z<9+chosu du)—z(senZG—fu du))

1 3 3 3 1 sen326
— 9——sen29+19+—sen49—§sen29+ G +C

8 2 16
1 3 3 3
Respuesta: §0 16 sen 20 + 32 0+ msen 40
1 sen320
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61. —Resolver:f(sen32t)\/cos 2t dt

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
a=2t, da=2dt

1
= J.Sen3 2t (cos 2t)Y/% dt = Ef sena (cosa)'/? da =
Se descompone la potencia trigonométrica y se utiliza la identidad
trigonométrica pitagérica:
1
= E(f(l — cos? a)(sen a)(cos a)'/? da)

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=cosa;du=—-sena

3 7
1 1 ) %d o 1fuz uz c
=3 a-wwia) = 5| 5 )+
2 2
1

1
Respuesta: — §cos3/2 2t + 7cos7/2 2t+C

62.—Resolver:fcos 4y cosydy

Solucion.-

1

Se aplica lo siguiente: [cosmx - cosnxdx = Ecos(m +n)x+

%cos (m—n)xdx

1 1
= .[Ecos(él +1)y +§cos(4 —1dy

1 1
ZEICOSSydy+§fc053ydy:

Se realizan los siguientes cambios de variables:
a=5y;,da=5dy; b=3y; db=3dy

11 d 11 b db =
_E*g cosa a+§*§fcos =

1 1
Respuesta: To5en 5y + g sen 3y+C
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63. —Resolver: f sen 3t sentdt

Solucion.-

Se aplica lo siguiente: [senmx -sennxdx = —%cos(m +n)x +

1
5 €os (m—n)xdx

1 1
:f_ECOS(S + 1)t+5cos(3 —1)dt

1 1
=—Efcos4t dt+§fc052tdt=

Se realizan los siguientes cambios de variables:
a=4t, da=4dt; b =2t; db =2 dt

11 d 11 b db =
——E*chosa a+§*§fcos =

1 1
Respuesta: — gsen 4t + 7 Sen 2t+C

64.—Resolver: J x cos® x sen x dx

Solucion.-

Se encuentran los valore de u, du, v, dv, para ser reemplazados en la férmula

de la integracion por partes:

cos3 x

u=x;du=dx; dv=cos’xsenxdx;v=—

3 3 3

xcosdx 1 2
= — +—f(1—sen x) cosx dx =
3 3
xcosdx 1
= — 3 +§(fcosxdx—fsen2xcosxdx) =
B xcos3x+1 1fb2d
= 3 ZSenx -3
xcos3x+1 1 b3+C
= — - — Sk
3 ZSenx — g3
xcos3x 1 sen3x
Respuesta: —T+§senx— 9

cos3 x cos3 x xcosdx 1
= —X —f— dx: ——-|-§

I.por partes

+C

fcos3x dx =
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65. —Resolver: f tan3 xsec V% x dx

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la tangente y se utiliza la
identidad trigonométrica tan?x = sec?x — 1:

= f(sec2 x —1)sec™3/2 x secxtanx dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=secx; du =secxtanxdx

:—[(uz—l)u_?’/2 du = jul/z du—fu_?’/2 du =

3 1
uz u 2
3 _1te=
2 2

2 3 1
Respuesta: §sec2 x+2sec z2x+C

66. —Resolver:fcot“(Zt) dt

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
z=2t; dz=2dt

1
= — t4 d
szO zZ dz

Se descompone la potencia trigonométrica de la cotangente y se utiliza la
identidad trigonométrica cot?x = csc?x — 1:

1
=§(Jcsczz—1)cotzzd2=

1
—(_[csczzcotzzdz— jcotzzdz> =

2
Se realiza el siguiente cambio de variable:
a=cotz: da=—csc?z dz

:%(_L Zda—f(csczz—ndz)
HENNN
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cot3z 1 cot32t 1
=————=(—cotz—2t) +C =— +-cot2t +t+C
6 2 2
cot32t 1
Respuesta: — +-cot2t+t+C

6 2

67.—Resolver: f tan—3 xsec* x dx

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la secante y se utiliza la
identidad trigonométrica sec?x = 1 + tan®x:

= —[tan_3 x (1 + tan? x) sec? x dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:

u=tanx; du = sec® x dx

ju_3 (1+u?)du= fu_3 +utdu =fu_3 du+fu_1du =

-2

=-Z 4hu+c=
= > nu =

-2

2

Respuesta: — +In|tanx |+ C

68. —Resolver: J tan 32 xsec*x dx

Solucién.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la secante y se utiliza la
identidad trigonométrica sec?x = 1 + tan®x:

= j tan™3/2 x (1 + tan? x) sec? x dx =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=tanx; du = sec® x dx

= fu‘3/2 1+u?®)du= fu‘3/2 +ul/2 du =
-1/2 3/2

—+C
127327

=fu‘3/2 du+fu1/2du=

-1 2 35
Respuesta: —2tan 2x + §tan 2x+C
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69. —Resolver:f sect 4x dx

Solucion.-
Se realizan los siguientes cambios de variables:
a=4x; da=4dx; b=tana; db =sec?ada

1

Zf sec’a.sec’ada

1 1
:—f(1+tan2a)sec2ada=Zf1+b2db=

fdb+fb2db ( bg>+C

34x
Respuesta: Ztan 4x + tan3 3 +C
70. —Resolver: f tan? 5x dx

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
a=5x; da=5dx

1
=§f(sec2a—1)da=

1 1
=§(Jsec2ada—jda>= g(tana—a)+C

1
Respuesta: gtan 5x—5x+C

cos3 x

71.—Resolver: f p

en*x

Solucién.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=senx; du =cosxdx

= J sen"*x cos3 x dx = J(l — sen® x) cosx sen * x dx =

=f(1—u2)u_4du= fu“‘du— fu‘zdu=
1
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1 4 1
3sen3x 3senx

Respuesta: —

72. —Resolver:f cot? x dx

Solucion.-
Se utiliza la identidad trigonométrica cot?x = csc?x — 1:

=J.(csc2x— 1dx = fcsczxdx—fdx

Respuesta: —cotx—x+C

73. —Resolver: f sen 10x sen 15x dx

Solucion.-
Se realizan los siguientes cambios de variables:
a=25x; da=25dx; b =-5x; db=—-5dx

1 1
= f —Ecos(lo +15)x + Ecos(lO —15)xdx =

1 1
= _5_[ cos25x dx + E,f cos(—5x)dx =

1 1
:—%Icosada—l—ofcosbdb:

1 1
Respuesta: — <0 sen 25x — 1—Osen (-5x)+C

74.—Resolver: J sen* (;) cos? (;) dw

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:

w
a=§; da=1/2dw

=2 f sen*acos®?ada =

Se descompone la potencia trigonométrica y se utiliza la identidad

. ps 1- 2 1+ 2
trigonomeétrica Sen?(x) = ——>—; Cos*(x) = ——>—

_2f<1—c052a)2<1+c052a> da =

2
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1 1
= 2[1(1—c052a)2 *E(1+c052a)da =
1
:Zf(l —2cos2a + cos? 2a + cos 2a — 2 cos? 2a + cos® 2a) da

1
= ZI(COS?’ 2a —cos?2a —cos2a+1) da =

Se realiza el siguiente cambio de variable:
b =2a; db =2da

—1(1f 3b db 1f 2b db 1f bdb+fd>—
—4 2 COoS 2 COoS 2 COoS ajl=

—1(1 1 — sen?b)cosb db
=3 Ef( — sen“b)cos

1 1
— Z,f(l + cos2b)db — Esen 2a + a)

1 2 1 1 1 w
E(senb —fu du) _Z(b +§fcoscdc) 3 senw+E]
ealiza el siguiente cambio de variable:

2b; dc =2db

1 1 <sen3b> 1 1 1 w

Esenw—z 3 —Zw—gsenZW—Esenw+E]+C

Zw == sen2w — = sen? ]+c
2W 8S€Tl w 6S€TL w
1

1 1
oW _ 3
Respuesta: 8w 32 sen 2w 24 sen°w+C

w
D
S e

IO e,

dx
75. —Resolver: f

o Koo 3%

sen 7 cos i

Solucion.-

Se realizan los siguientes cambios de variables:
X dx

a=§;da=7; u=cosa; du=-sena

x x\1
= J (senzcos3 E) dx =2 J(sen acos®a)"tda =

u-2
=—2fu‘3du= —2(_—2>+C= cos?a+C
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1

C
cos2 X "
2

Respuesta:

76. —Resolver:fSenz(x)Cos3(x)dx

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica del seno vy se utiliza la identidad
trigonométrica pitagérica:

= jSenz(x)Cosz(x) Cos(x) dx
= f Sen?(x)(1 — Sen?(x)) Cos(x) dx

= jSenZ (x) cos(x) dx — jSen‘*(x) Cos(x) dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = sen(x); du = cos(x) dx
ud v
= Zd —_ 4d = C
fu u fu u 3 c +
(Sen(x))* (Sen(x))°
3 5

Respuesta: Cc

y

_ : 3Y\cos® (2
77. Resolver.fSen (Z)Cos (2) dy

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:

y 1
==;du==d
u=gieu=y4y

= 2]5en3(u)C055(u)du =

Se descompone la potencia trigonométrica del seno vy se utiliza la identidad
trigonométrica pitagérica:

=2 f Sen (w)Sen?(u)Cos®(u)du
=2 f(l — Cos?(u))Sen(u)Cos® (w)du

=2 f Sen(u)Cos® (u)du — 2 f Cos? (u)Sen(u)Cos® (u)du

Se realiza el siguiente cambio de variable:
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u=cosu;du=-senudu
2 2
= —2fu5 du+2fu7 du = —E(Cos(u))6+§(Cos(u))8+C
C 6 (C 8
__ (Cos(w)) +( os(u)) .

3 4
6 8
(Cos()  (Cos(3))
Respuesta: — +
3 4
Sen (x + %)

78. —Resol :
esotver: |'s en(x)Cos(x)

Solucién.-
Se aplica la identidad trigonométrica del seno de la suma de dos funciones:

fSen(x)Cos( )+Sen( )Cos(x)d
= X

Sen(x)Cos(x)
_ V2 [ Senx + Cos(x)
__f Sen(x)Cos(x)
Sen(x) V2 Cos(x)
,[Sen(x)Cos(x)d T ,[Sen(x)Cos(x)

= 7JSec(x)dx +7f Csc(x)dx

V2
Respuesta: 71n|$ec(x) 4+ Tan(x)|

2
+ glnwsc(x) —Ctg(x)|+C

79.—Resolver:J Cos®(3x)dx

Solucién.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = 3x;du = 3dx

1
= §f Cos®(uw)du

Se descompone la potencia trigonométrica del Coseno 'y se utiliza la identidad
1+cos2x

trigonométrica Cos?(x) = .

232



Calculo Integral

= %f(cosz(u))3 du = %f (chﬂ)?) du =

=52 1+ 3 Cos 2u + 3 (Cos 2u)? + (Cos 2u)® du =

1
24[f du+3 fCosZudu

1+ Cos 4u
+3f(—2 )du

+ f(l — (Sen2u)?) Cos2udu] =

1 1 1 1 1
:—u+—Sen2u+—u+—Sen4u+ESen2u

24 16 X 16 64
o 3
144(SenZu) +C
R t Sx 1 —Sen 6x + 1 Sen 12
espuesta: 16 17 5€n 6x ) en12x

3
~1aa (Sen6x)° +C

80.—Resolver:fSec3(4m)dm

Solucion.-
Se descompone la potencia trigonométrica de la secante y se utiliza la
identidad trigonométrica sec?x = 1 + tan®x:

= f(l + Tan?(4m))Sec®(4m)dm

= jsec3(4m)dm+ fTan2(4m) Sec3(4m) dm

Se encuentran los valores de u, du, v, dv, para reemplazarlos en la formula
de la integracion por partes:

u = Sec(4m); du = 4Sec(4m)Tan(4m); dv = J-Sec2 (4m)

Tan4m

v =

4
Tan(4m)Sec(4m) J‘ 4 Sec(dm)Tan(4m)Tan(4m)
— — dm

4 4
= Tan(4m15 ec(4m) _ f Sec(4m) Tan?(4m)dm
= Tan(4m)45€c(4TH) - f5e63(4m) dm + fSec(4m) dm
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1
Respuesta: 3 [Sec(4dm)Tan(4m) + In(sec4m + Tan(4m))| + C

81.— Resolver: f Sen>(y)3/Cos ydy

Solucion.-

Se descompone la potencia trigonométrica del Seno y se utiliza la identidad

trigonométrica pitagorica

= f sen* (y)cos%(y)sen(}/)dy

= f(l — cosZ(Y))zcos%Sen(Y)dy

= f (1—2cos*(y) + (6052(y))Z)COS%(y)Sen(y)dy

1 7 13
:fcosﬁ(y)sen(y) — 2fcos§(y)sen(y) +fcos?(y)sen(y)dy

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u =cos(y);du = —sen(y)

3 4 3 10 3 16
Respuesta: ——cos3(y) + gcos 3(y) — 16 Cos3 +C

4

82.— Resolver:

f JSen(s)Cos3(s)

Solucién.-

ds
B J Cos(s)VSens Cos s

sec(s)ds sec(s)sec(s)ds

\/sen(s)cos(s) - \/secz(s)sen(s)cos(s)
sec?(s) sec?(s)ds
ds = f secT19)as

-[ Jtan(s)
\/cosz( )sen(s)cos(s)
Se realiza el siguiente cambio de variable:

u = tan(s) ; du = sec?(s)
1

1 uz
:f’u Zdu:T:
2

Respuesta: 2 (w/ta n(s)) +C
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83. —Resolver: f (Tan3 (g) + Tan* (2)) dx =

Solucion.-
Primero se resuelve la integral de Tan? (;—‘) se descompone la potencia
trigonométrica y se aplica identidad:

= fTan3 (g) dx; = f(SecZ (g) -1) Tan(g)dx

= f Sec? (g) Tan (g) dx — f Tan (g) dx
=~ Tan? () - 31n|cos )|
Segundo se resuelve la integral de Tan* (1—‘) se descompone la potencia

trigonométrica y se aplica identidad:

= jTan dx j(Sec —)—1) Tan? (Z) dx
= fSec (Z) Tan? (—) dx —fTan2 (E) dx

% j(Sec -] —1)dx
=iTan3(i) 4Tan(4)+4x+C

R ta: 4x + S Tan? x)+4T 3 x) 4T x)
espuesta: X 2 an <3 3 an (4 an(4

X
—3In |Cos(§)| +C

84. —Resolver:J Cos(ax + b)Cos(ax — b)dx

Solucion.-
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=2ax;du=2adx;v=2bx;dv =2bdx

1 1 d 11 d
2 2 cosu au +§E cosv adv
R . sen Zax_l_ sen 2bx+ C

espuesta: ia b
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85. —Resolver: fSen(le)Sen(le)dx
Solucién.-

1
= Ef(Cos(Sx) - Cos(ZSx))dx

Sen(5x) _ Sen(2 5x)

10 s0 ¢

Respuesta:

86.— Resolver: f Sen(wt)Sen(wt + p)dt
Solucion.-

1
= Ef Cos(—p) — Cos(2wt + p) dt

tCos(p) Sen(2wt+p)
- +C
2 4w

Respuesta:

87.— Resolver: f Cos (;) Cos (g) dx

Solucién.-
Se realizan los siguientes cambios de variables:

=X dxdu = rdx v =L du="d
u=cdxdu=_dx;v=—dxdu=_dx

%j(Cos(g) + Cos(szx)dx = %(6 Sen (g) + gSen(gx)> =
5x

xy 3
Respuesta: 3Sen (E) +—Sen ( 3

= )+c

88.— Resolver: f Cos(x)Cos?*(3x)dx

Solucion.-

Se descompone la potencia trigonométrica del Coseno y se utiliza la identidad

1+cos2x
2

= f Cos(x) <w> dx

trigonométrica Cos?(x) =

= %f(Cos(x) + Cos(x)Cos(6x))dx =

= %(] Cos(x)dx + f(Cos(Sx) + Cos(7x))dx)
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Sen(x) Sen(5x) Sen(7x)+C

Respuesta: 2 10 12
89. —Resolver: f Sen (E) Cos (2_x) dx
' ' 3 3

Solucion.-

= %f <Sen(x) + Sen (— §)> dx = %(— Cos(x) + 3Cos (g)) +C

Cos(x)_I_SC (x)+C
2 2°%%3

Respuesta: —

90. —Resolver: f Sen(x)Sen(2x)Sen(3x)dx

Solucién.-

= % f (Sen(x) Cos(x) — Sen(x)Cos(5x))dx

1
= Z—[(Sen(Zx) — Sen(4x) + Sen (6x))dx
Cos(2x) B Sen(4x) + Sen(6x)

Respuesta: — 3 16 24 +C
91 — Resol f Sen(x)
.= | ————dx
esolver 1= sen(x)
Solucion.-
Se multiplica la fraccion por la conjugada de la siguiente manera:
fSen(x)(l + Sen(x))
1 — Sen?(x)
3 jSen(x) + Sen?(x) _f Sen(x) J fSenz(x)
B 1—Sen2(x) ) Cos?(x) x Cos?(x) x

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = Cos(x);du = —Sen(x)

= _f%du +f Tan?(x)dx =%+ f(Secz(x) — 1)dx

= T — C =
Cos0) + Tan(x) —x +

Respuesta: Sec(x) + Tan(x) —x + C
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Sen(y)
(1 - Cos(y))?
Solucion.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=1-Cos(y);du = Sen(y)dy

92.—Resolver:

_ ([du 1 +C=
N RTERE E

1
Respuesta: — +C

2(1 - Cos(y))

Sen(2x)

93.—Resolver:f1+TnZ(x) X

Solucioén.-
Se reemplaza el numerador por la identidad Sen 2x = 2Sen(x)Cos(x):

f 2Sen(x)Cos(x) p
= X
1+ Sen?(x)
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=1+Sen?x;du=2SenxCos x

du
=f—=ln|u|+C=
u

Respuesta: In |1 + Sen” ™| +C

m
94. — Resolver: f Sec?3 3 dm

Solucion.-

Se realiza el siguiente cambio de variable:
m . 1 .

u= 3 du = §dm,

=3fSec3udu=3fSeczu Secu du

Se encuentran los valores de u, du, v, dv, para ser reemplazados en la férmula
de la integracion por partes:
v=Secu;dv=SecuTanu;dw = Sec* w,w = Tanu

=SecuTanu — fTanZu Secu du

=SecuTanu — j(SecZu—l)Secudu=

238



Calculo Integral

=3SecuTanu — 3 fSec3u du +3]Secudu

3 3
=1 SecuTanu —Zln (Secu+Tanu) +C

3 m m 3 m m
Respuesta: 7 Sec 3 Tan 3 Zln (Sec§ + Tan E) +C
95.— Resolver: f Tan’ (i) Sec* (i) ds
2 2

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:

=3 d —ld
u—z, u—Z s;

= ZJTansu Sec*udu =

Se descompone la potencia trigonométrica de la Secante y se utiliza la
identidad trigonométrica Sec?(x) = 1 + tan?(x)

=2 j Tan®u Sec?u Sec’>udu =2 j Tan®u (1 + Tan?u)Sec?u du

=2 -f Tan®u Sec?u du + 2 f Tan’u Sec?u du
Se realiza el siguiente cambio de variable:
v =Tanu;dv = Sec *u du;

ve 8
=2fv5dv+2fv7dv: ?+T+C
Tan® (%) N Tan® (%)

3 4

Respuesta: +C

Cos3(w)

96. —Resolver: J m

Solucion.-
Se descompone el denominador de la siguiente manera:

3
_JCOS (w) 1 du =

~ ) Sen3(w) Sen?(w)

4
u
=fCot3wCsc2de= —fu3du: —5tC

Se realiza el siguiente cambio de variable:
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u=_Cotw;du=— Csc*wdw;
Cot*w
Respuesta: — 2 +C

dx
97.— Resolver: | ———
VTan x
Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:

1
t=Tanx :x= Tan 1t dx =mdt;u=ﬁ; w=t2udu=dt

_f 1 dt—f 2 udu _zj du B

Clvier+y Juat+n ) @t

:Zjd—u=2Tan_1u2=2Tan_1t=
w?)?2+1)

Respuesta: 2 Tan! (Tanx)+C

Cosm

98. — Resolver: | ———
esotver f1+Cosm

Solucion.-
Se multiplica la fraccion por la conjugada de la siguiente manera:
] Cosm 1— Cosm

1+Cosm 1—Cosm

Cosm — Cos*m Cosm — Cos’m

- _[ 1— Cos?’m dm = _[ Sen?m dm
Cosm Cos ’m

=f Senzmdm B f Sen?m dm

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=Senm;du=Cosmdm

du 5 ut
= —2—_[Cot mdm= ——Cotm—m+2C
u 1

1
=- —Cotm—m+C =
Senm

Respuesta: —Cscm —Cotm—m+C
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1+ Tan xdx

99, — R l :
esolver f 1 —Tanx

Solucion.-

Se aplica la siguiente identidad y se realiza el respectivo cambio de variable:

Tans+Tant _n+ du=d
1—TansTant & 3 ©eM=%
f Tan 45° + Tan x

1—-Tan45° Tan x
=fTan (%+x)dx= fTanu.du= —In(Cosu) + C

Tan (s +t) =

Respuesta: —In <COS (% + x)) +C

dx
100. —Resolver: fSenSxCoss = =

Solucién.-
Se aplica la siguiente identidad trigonométrica:
Sen2x =2SenxCos x;u =2x,du =2dx

dx
ZJ‘W = = 32f(CSC ZX)SdX =

1 3
= 16f(Csc w)sdu = =16 [_Z Csc3u Cotu +Zf Csc3u du]

1 1
= —4 Csc3u Cot u + 12 [—ECSC uCotu+ Eln(Csc u— Cotu)] +C

Respuesta: — 4 Csc32x Cot 2x — 6 Csc 2x Cot 2x
+6 In(Csc2x—Cot2x)+C
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5.2EJERCICIOS PROPUESTOS DE
INTEGRACION TRIGONOMETRICA

Utilizando la técnica de integracion trigonomeétrica, resuelva
las siguientes integrales:
do

(Sen 6 + Cos 6)?

) f Sen 6@ 40
' 1 — Senf

fSenzﬁ Cos*p
Senp Cos p

4. — dp
\JCos?p + Sen?p

5.—f5en (%—w) Sen (%-H‘)) dw

Respuestas a los ejercicios propuestos
1

o (Tan 6)+1 +C
2:Sec+Tanf —0 +C
Tan3p
3:Tan B + — 2 Cot(2B)+C

1
4:—5 Cos2p +C

5:0
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6. FRACCIONES PARCIALES

Partiendo de que una funcién racional es el cociente de dos
funciones polindmicas. Las funciones racionales se pueden
integrar si el denominador es una funcién que se pueda
descomponer, sea en factores lineales, factores lineales repetidos,
factores cuadraticos y factores cuadraticos repetidos.

Factores lineales simples

Sea f% si g(x) se puede descomponer en factores simples,

ya sea por factorizacion o algun otro método, las fracciones
parciales quedan definidas de la siguiente manera:

f flx) _ A B C
gx) - factor 1 factor 2 factorn
Donde A, B, C...... son coeficientes que se calculan por medio

de las indeterminaciones que toma x en la funcion g(x). Y luego
se procede a integrar por cualquiera de las técnicas de integracién
descritas anteriormente.

Factores lineales repetidos

f(x) . n
Sea Gactor® si (factor)™ se puede descomponer en

factores lineales simples (repetidos), ya sea por factorizacion o
algun otro método, las fracciones parciales quedan definidas de la
siguiente manera:

f flx) Aq By Cn

g™ (factor)! t (factor)? t (factor)n

Donde A, B, C...... son coeficientes que se calculan por medio
de las indeterminaciones que toma x en (factor)™. La regla
general seria que por cada (factor)™ en el denominador, existen
n términos en la descomposicién de fracciones parciales.
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Luego se procede a integrar por cualquiera de las técnicas de
integracién descritas anteriormente.

Factores cuadraticos

Sea [ % si g(x) se puede descomponer en factores

cuadraticos, ya sea por factorizacion o algin otro método, las
fracciones parciales quedan definidas de la siguiente manera:

ff(x) _ Ax+B Cx+D Ex+F
gx) - factor 1 factor 2 factorn
Donde A,B,C,D.EyF...... son coeficientes que se calculan por

medio de las indeterminaciones que toma X en la funcion g(x). Y
luego se procede a integrar por cualquiera de las técnicas de
integracion descritas anteriormente.

Si existen combinaciones de factores lineales simples, repetidos,
cuadraticos, se siguen las reglas mencionadas anteriormente.
(Espinoza, E., 2016)
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6.1EJERCICIOS CON FRACCIONES PARCIALES

3x+2
1.— Resolver:fo T3 3% % 1dx

Solucién.-
Se expresa el denominador con el siguiente producto notable:
3x + 2
(x+1)3
Se descompone el denominador mediante factores lineales repetidos:
A B Cc

_x+1+(x+1)2+(x+1)3
3x+2=A(x+1)?+B(x+1)+C

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
x=-1,> 3(-1)+2=A(-1+1?*+B(-1+1D+C
—-34+42=C;, > C=-1
3x+2=A(x+1)?+B(x+1) +C;

3x +2=Ax*+2Ax+ A+ Bx + B + C;

A=0; 2A+B=3; A+B+(C=2,>B=3

_ 0 4 3 J dx B
Jx+1 x+f(x+1)2 x_f(x+1)3_
—3 dx dx

- _[(x+1)2__[(x+1)3

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x+1, du=dx

du du _ _
:3f—2+ — :3fu du+fu3du
u
1

dx =

us3

=—3u‘1——u‘2+C=—§— +C =
2 u 2u?

B 3 1 N _—6(x+1)—1
T ox+1 2(x+1)2 T 2(x 4+ 1)2
—6x—6—1 —6x—7

C =—+7C
2+ T T a2 T

+C

Respuesta: — 2o+ 12 +C
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3x2 —21x + 32
2.— Resolver:f  —8:2 1 16x

dx

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se expresa el denominador de la siguiente manera:

J‘ 3x% —21x + 32
x (x —4)?
Se descompone el denominador mediante 3 factores lineales: dos repetidos y

uno distinto:

A B C

_;+x—4+(x—4)2

3x2—21x+32=A(x —4)? + Bx(x — 4) + Cx

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

x=4 = 3(4)?-21(4)+32=44—-4)?*+B4)4—-4) +C(4)
=248—-84+32=4C = 4C=—-4 =>C=-1

x=0 = 3(0)2-21(0)+32=A4(0—4)*> + B(0)(0 —4) + Cc(0)

= 32=16A = A=2

3x2 —21x +32=2(x*>—8x + 16) + B(x? — 4x) — x

3x2 —21x + 32 = 2x%? —16x + 32 + Bx> —4Bx — x

(2+B)x*=3x* = 2+4+B=3;B=1

2 4 dx dx
_j; x+jx—4_f(x—4)2
dx dx dx
_zj x +Jx—4 f(x—‘l)2
Se realiza el siguiente cambio de variable:
=x—4 du=dx

—21nx+f——f——21nx+lnu fu‘zdu

dx =

1
=21nx+lnu+u‘1+C=2lnx+ln|x—4|+a+c
1
=2lnx+njlx—4|+—+C
x—4

1
Respuesta: Inx? + In|x — 4| + ~—4 +C
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x%2 +19x+ 10

d
2x*+5x3 x

3.—Resolver: f

Solucion.-

Se aplica factorizacidn y se expresa el denominador de la siguiente manera:

x% +19x + 10
[Fromrin,

x3(2x +5)

Se descompone el denominador mediante 4 factores lineales: tres repetidos y

uno distinto:

A B Cc D
:'—4'—54'—§'+
X X x

2x+5

x2+19x + 10 = Ax?>(2x +5) + x(2x + 5) + C(2x + 5) + Dx3

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

x=0=02+19(0) + 10

= A(0)2(2(0) +5) + B(0)(2(0) + 5)
+ C(2(0)+5) +D(0)3

10=5C = €=2

9 100 Yr0-a(- PG

)

2(- (- P+5) e D490

25 95 125 8:125

Z-Z+10=0(-2) 5 p=22 5

4 2 T 4125

= x24+19x + 10

= 2A4x3 + 54x% + 2Bx? + 5Bx + 2Cx + 5C + Dx3
x?>+19x + 10 = x3(2A+ D) + x*(54 + 2B) + x(5B + 2C) + 5C
= 2A+D=0; 5A+2B=1; 5B+ 2C =19;

= 24+2=0;, 2A=-2 = A=-1

)*
)

5C=10

= 54+2B=1;,-54+2B=1;, 2B=5+4+1;, B=3

- fdx+J3d +j2d +f :
N x xzx x3x 2x+5

_ dx_}_3 dx+zfdx+2f dx
B x x? x3 2x+5
Se realiza el siguiente cambio de variable:

u=2x+5;, du=2dx

d
= —Inx —3x1-x2+4 [ —

dx

3
x

=—Inx ————=+Inu
X
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3 1
=—Inx —;—ﬁ+ln(2x+5)=

2x+5 3x+1

Respuesta: In | | i +C
2x2+x—8
4. —Resolver: | —3————dx
x> +4x
Solucion.-
Se aplica factorizacion y se expresa el denominador de la siguiente manera:
f 2x2+x—8 4
—————dx
x(x? + 4)

Se descompone el denominador mediante 1 factor lineal y 1 factor cuadratico:
A Bx+C
=—4 >
x x“+4
2x>+x—8 = A(x?+4) + (Bx + C)(x)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
x=0 = 2(0)2+ (0)—8 =A((0)®> +4) + (B(0) + €)(0)
>-8=44 =A=-2
2x2+x—8 = Ax?+4A+Bx?*+Cx = x%(A+B) = 2x?
A+B =2 = —-24+B=2 = B=4 = =1

_ _[Zd +-[4x+1_ Zjd+4f X d+f dx
N xx x2+4 x x2+4x x2+4

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x*+4 du=2xdx

_ 7] +4fdu+f du
- BRI u? 4 22
1

x
= —21nx+21nu+§tan‘1§+C

1 x
= —2lIn|x| + 2In|x? + 4| +§tan_1§+ c

1 x
=—Inx?+In(x*>+4)*>+ Etan_lz +c

(x% + 4)
xZ

1 11X
+5tan "5 +c

R :
espuesta: In > >
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4 2
+y“ -1
5.—Resolver: %dy
y>ty
Solucion.-
Se aplica factorizacion y se expresa el denominador de la siguiente manera:
f yr+y?-1
y»?+1)
Se descompone el denominador mediante 1 factor lineal y 1 factor cuadratico:
A By+C
=—+
y y*+1

yi+y?-1=A0*+ 1D+ By +0O®)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
y=0 = (0)*+(0)?>—-1=A40(0)%2+1)+ (B(0)+ C)(0)
A=-1
y*+y2—1=Ay?+ A+ By*+Cy
A+B=1 > —-1+4B=1 => B=2 = =0
dy 2y + 0

f fy + 1
Se reallza el siguiente cambio de variable:
u=y*+1 du=2ydy
Respuesta: —Iny +In|y* +1|+c¢

2yt

y-yr+y-1

6.— Resolver: f dy

Solucion.-
Se aplica factorizacién y se expresa el denominador de la siguiente manera:

j(y -DO?+ 1)
2y*=A0*+D+By+ O -1
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
y=1 =2 2M)*=4(1)*+1D+BAO)+0)(1-1)
2A=2 = A=1
2y*=Ay*+A+By*—By+Cy—C
A+B=0=>B=-1 =>-B+(C=0 > C=-1

T e
=)y=1 )y = I A e

Se realiza el siguiente cambio de variable:
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u=y-—1; d=dy;
u=y*+1; du=2ydy;f%=itan‘1g+c

1 du 1 1/ 1
=lnu—§ ?+tan‘ y+C =lnu—-Inu/2+tan " y+C

u
u1/2

=In|+-|+tan "ty + C =

y—1

—|+tanty+C
¥ +1) 72

Respuesta: In

et

7.—Resolver: f mdt
Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u= et du=etdt;
du
B fuz +3u+2
Se aplica factorizacion y se expresa el denominador de la siguiente manera:

du
f (u+2)(u+1)
Se descompone el denominador mediante 2 factores lineales distintos:
A B
Cu+2 + u+1
1=A(u+1)+B(u+2)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:
u=-2= 1=A(-2+1)+B(-2+2)=> A=-1
u=-1= 1=A(-1+1)+B(-1+2)= B=1
du du
= - +
fu+2 fu+1
Se realizan los siguientes cambios de variables:
v=u+2;dv=duy;w=u+1; dw=du
dv dw
:_f—-i- — =—lnv+hw=
v w
=—In(u+2)+In(u+1)+C= —-In(et+2)+In(et +1)+C
et+1

Respuesta: lnm +C
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cosy
8. —Resolver: f 5 dy
sen‘y +seny—6
Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=seny; du=cosy
du
f u?+u-—=6
Se aplica factorizacion y se expresa el denominador de la siguiente manera:
du A B
B (u+3)(u—2)_fu+3+u—2

Alu—-2)+Bu+3)=1
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:
u=2 =24(2)-2)+B((+3)=1

1
5B=1 = B=-

5
u=-3 =2A4((-3)-2)+B((-3)+3) =1

1

—54=1 = A=—=
5 = 5

:_fs(udi3)+f5(:1i2)

Se realizan los siguientes cambios de variables:

v=u+3, dv=du v=u-—-2; dv=du
1 dv+1 dv _ 1l +1l +e
~T5) v 's) vy T st
= 1l +3 +1l 2|+ C
= 5nlu | 5nlu |
1 1
= —glnlseny+3|+§ln|seny—2|+C
1 |siny—2
=—R.L+C
5 Isiny+3
, 1
siny—2\'5
Respuesta: ln<.—> +C
siny+3
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sin@ do
cos%0 + cos 0 — 2

9. —Resolver: f dy

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=cos0; du=-sin6do

J‘ du

S Jut+u-2

Se aplica factorizacion y se expresa el denominador de la siguiente manera:
_ du A N B

T wW+2)@w-1) " u+2 u-1
1=A(u—1)+B(u+2)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:
u=1= 1=4((1)-1)+B((1)+2)

1=38 = B=1/;

u=-2= 1=A4((-2)-1)+B((-2) + 2)

1=-34 = Aa=-1/,

_ 1f du 4 1]‘ du
- 3Ju+2 3Ju-1
Se realizan los siguientes cambios de variables:

v=u+2; dv=du = v=u—1;, dv=du

= 1l +1l +C = 1l(+2)+ll( 1)
=-3lvt+siny = -3z z

1 1
= —§ln(c059 +2)+§ln(c059— D+C=

—1l (0059—1
—3n cosO + 2
Y
cosO—1\ '3
+C

)+C=

R : _—
espuesta: In <cos 012

10. —Resolver:

dt
Jq(t+-2)2(t+-1)

Solucion.-
Se descompone el denominador mediante 1 factor lineal y 1 factor cuadratico:
A B Cc

N ED AT
At+2)t+1D+Bt+1D)+C(t+2)?*=1
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Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

t=-2=(-2+2)((-2)+1)+B((-2)+ 1)+ c((-2) + 2)
=1

-B=1 =B=-1

t=-1((-1)+2)((-1) +1) +B((-1) + 1) + ¢((-1) +2)°
=1

2

c=1

At? + 2At + At +2A+ Bt + B+ Ct?> +4tC+4C =1
At? + 34t +2A+Bt+B+Ct?+C4t+4C=1
t?(A+C)+t(BA+B+4C)+24+B+4C=1
A+1=0 = A=-1

=_ftc-l:2_f(tft2)2+ft+1 f fi_g

Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=t+2; du =dt = u=t+1;, du=dt

—lnu—fu‘zdu+lnu=—lnu+u‘1+lnu+C

1
——ln(t+2)+t—+ln(t+1)+C

+2
R ta: +1 t+1 +C
espues a.t+ n 72
3x2—x+1
11. —Resolver: —a
x> —Xx

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se expresa el denominador de la siguiente manera:

3x2—-x+1 A B C
- f x2(x—1) :;+F+x—1
3x2—x+1=A(x —1)(x) + B(x — 1) + C(x)?
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
x=1=31*-D+1=4Q)-1)@)+B((1)—1)+Cc@)?
c=3
x=0 = 3(0)2—(0)+1=A4((0)—1)(0) + B((0) — 1) + €(0)?
B=-1
Ax? —Ax+Bx—B+Cx?>=3x>—-x+1
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= x2(A+C)+x(—A+B)—B=3x*—x+1
A+C=3 > A+3=3 = A=0

0 dx dx du
=f—dx— —2+3f =—fx‘2dx+3f—
X X x—1 u

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x—-1 du=dx

=—+3lnu=
x

1 1
Respuesta: <t 3in(x—1)+C= <t In(x-1)3+¢C

dx

12.—Resolver:fm

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se expresa el denominador de la siguiente manera:

f dx _A+B+ C
x2(x+3) x x?2 x+3
S5 Ax+3)(x)+B(x+3)+Cx*=1

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
x=-3 > A(-3+3)(-3)+B(-3+3)+C(-3)?=1

x=0 = AW0+3)(0)+B0O+3)+C(0)*=1

Ax? + 3Ax + Bx + 3B + Cx?
x?(A+C)+x(BA+B)+3B =
A+C=0 > A=-1/4

1 dx+1jdx+f dx B
©9) x 3) «x? 9(x +3)

1 1 1 (du
=—§lnx+—fx_2dx+ — | —=

3 9) u
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x+3; du=dx

S 4 Sin(x+3) =
= 9nx 3x 911X =
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§+C

1
<x + 3) /1
Respuesta: In —

13. —Resolver:f —my—n)

Solucion.-

Se descompone el denominador mediante 2 factores lineales distintos:

A B
= +
oy-m (—-n)
Ay—n)+Bly—m) =1
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A y B:
y=n 2 An—-—n)+Bn—-m)=1

le/(n—m)
y=m =2A(m—-n)+B(m—-m)=1
Azl/(m—n)
1 J‘dy N 1 dy
y m n—mj)y—n

f dy

(m— n) (y m ) e —m T

Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=y—-m; du=dy su=y—n du=dy

1 du 1 du 1
= —+ — = Inu+
m—-n) u n—-mjJ) u m-—n n—m

1 1
—m_nln(y—m)—m_nln(y—n)+C =

1 y—m
Respuesta: . ln( ) +C
m

(xX2+x-1)

14. —Resolver: | ——
x3+2x2+x

Solucién.-

Se aplica factorizacion y se expresa el denominador de la siguiente manera:

o P4x-1)
_Jx(x2+2x+1)

lnu+C
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Se descompone el denominador mediante 3 factores lineales: 2 repetidos y 1
distinto:

(x2+x—1) A B C
= f—dx = —+ +

x(x + 1)2 x x+1 (x+1)2
x=0 240+ 1)?+B0O)0+1)+C(0)=(0)?%2+0-1
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
A=-1
x=-1=2A4A(-1+1D?+B(-1)(-1+1)+C(-1)
=(-1D?*+(-1D-1

c=1
Ax?> +2Ax+A+Bx*>+Bx+Cx=x*+x—-1
x2(A+B)=1 > x(2A+B+C)=1 > —-1+B=1=>B=2

_ dx+2f dx +f dx - +2fdu+ du
B X x+1 (x+1)2 nx u u?

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x+1; du=dx

1
— _ - 2 _
=—Inx+2lnu u+C Inx+In(x+1) (x+1)+C
(x + 1)? 1
Respuesta: ln< o (x+1)+C
5x — 13

15. —Resolver: —3)(x—2) dx

Solucion.-

Se descompone el denominador mediante 2 factores lineales distintos:
A B

x—3 x-—2

5 —13=A(x—2)+ B(x —3)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A y B:

x=2=>52)-13=42—-2)+B(2-3)

10 — 13 = B(—1)

—-3=-B

B=3

x=3=53)-13=4(3-2)+B(3-3)

15—-13 = A(1)

A=2
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2 3 du du
=f(x_3)dx+f(x_2)dx=2f7+3 7
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x—-3;du=dx; u=x-—2; du=dx
=2Inful +3n|ul +c= 2In|x — 3|+ 3In|x - 2|+ C

Respuesta: In(x — 3)2 +In(x — 2)3 +C

16. —Resol f Sx 7
. esolver: xz — 3x n 2 X

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se expresa el denominador de la siguiente manera:
A B

=2 x-1_

=2>5x—-7=A(x—1)+B(x—2)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A y B:
x=1=51)-7=A01-1)+B(1-2)
5—-7=B(-1)

—2=—-B=>B=2

x=2 =2512)-7=4A2-1)+B(2-2)
10-7=4A4(1)=>A=3

=_[(x52) dx+f(xil) dx

Se realizan los siguientes cambios de variables:

u=x—-2;du=dx; u=x—1,du=dx
du du

=3 | — +2J— =3Inlu| + 2In|u| + C
u u

=3nlx - 2|+ 2In|lx—1|+C =

Respuesta: In(x —2)3 +In(x—1)> + C

17. — Resol x+4 4
.= : — aXx
esolver (x + 1)2

Solucion.-
Se descompone el denominador mediante 2 factores lineales repetidos:
A B
= + >
x+1 (x+1)
x+4=Ax+1)+B
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Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A 'y B:

> x+4=A4Ax+(A+B) > A=1
=>A+B—4 >1+B=4=>B=3

du du
(x+1) f(x+1)2 =IT+3 uz

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x+1;du=dx

du u-?t
=f— +3fu‘2= Influl+3—+¢C
u -1

3
Respuesta: In(x + 1) — 1 +C

2x—2

18. —Resolver: | ————
esolver fx2—2x+1

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores

lineales repetidos:
_ A 4 B
Cx—1 (x—1)2

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A y B:
2x —2=A(x—1)+B =2 2x—2=Ax—A+B=> A=2

—-A+B=-2>-24+B=-2=>B=0
2dx
(x—1)
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x—1;du=dx

Respuesta: In(x — 1)2 +C

du
+0= Zf?=21n|u|+C

cost

19.— Resolver: | ————dt
esolver fsen“t— 16

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u =sent; du = cos tdt
du Au+B C D
_fu4—16 u? +4 u+2+u—2
ut—16= (U2 —4) (u?+4)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, C y D:
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W +4)u+2)(u-2)
1=Au+B)(u+2)u—-2)+Cw? +4)(u—2)+DW?+ 4)(u
+2)

1
u=-221=C@(H=>1=C(-32)=C=—5

1
u=2>1=D@@®=>1=D(32)>D=5
1= (Au? + 2Au+ Bu + 2B)(u — 2) + C(u® — 2u? + 4u — 8)

+D(u® + 2u® + 4u + 8)

1 = Au® + 24u? + Bu? + 2Bu — 2Au? — 4Au — 2Bu — 4B + Cu?

—2Cu? +4Cu—8C + Du®+ 2Du? +4Du + 8D
1=[A+C+Du+ R2A+B—-24-2C+2D)u?
+(2B —4A — 2B + 4C + 4D)u + (—4B — 8C + 8D)

1 1
A+C+D=0>= A+3—2—3—2—0 =>A4A=0

1 1
24+B—-24-2C+2D=0= 0+B—0— 2( 32> <—>=o

32
B+ (i) +(5g)=0=B=3
—0>B=—-
16 16 8

1] du 1 f du N 1 du
8)Ju2+4 32)u+2 32 -2
1.[ du dz + dz
8] uz+22 32 32

LI ‘1(u) —1l||+—l||+C
= — — % — — ) —
8 ) an 5 n|z 32nz

:——tan 1(E)——ln|u+2|+iln|u 2|+ ¢C
2
__ (ML |
= tan (2 + ln 2 +
R . 1 ¢ 1(sent>+1l sent—2+C
espuestd: —qg tant (72 ) 732" [sent + 2
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3 —4x
20.—Resolver: fm

Solucién.-
Se descompone el denominador mediante 2 factores cuadraticos repetidos:
Ax + B Cx+D
x2+1 +(x2+1)2_
x3—4x=(Ax+B)(x*+ 1) +Cx+D
x3—4x =Ax3+Ax+Bx*+B+Cx+D
x3—4x=Ax3+Bx*+x(A+C)+ (B+D)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, C y D:
A=1;,B=0; A+C=-414C=—-4C=-5
B+D=0;0+D=0;D=0

x 5x
B f P f R
Se realiza el siguiente cambio de variable:
wW=x%a=1u=x*+1; du =2xdx

j u c 1 (du - 5u‘1+c
= —_— X — —_— = S —
1+ u? 2) w2 YT

Respuesta: tan”1x + (

—t
2(x2+1)

sent (4cos’t—1) it
cost (1 + 2cos?t + cos*t)

21. — Resolver: J

Solucion.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=cost; du=—sentdt
(4u?-1) A Bu+C Du+E
=_fu(1+2u2+u4) u=5+u2+1 +(u2+1)2

u(1+2u? + ut); u(u? +1)(u? +1); u@?® +1)>2
42 —-1=AWw?+1)?>+Bu+0O)W?+ 1)) + Du+ E)u
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, C, Dy E:
u=0=> A=-1
4u? —1 = A+ 24u? + Au* + (Bu® + Bu + Cu? + C)u + Du?
+ Eu
= A + 2Au® + Au* + Bu* + Bu? + Cu® + Cu + Du? + Eu
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=(A+Bu*+Cul+RA+B+D)u?+(C+E)u+A
>A+B=0=> -1+B=0>B=1

>C=0
=>2A+B+D=4,2(-1)+14+D=4,-1+D=4,D=5
=>C+E—O E=0

= fdu +| o d““’fm u)

Se reallza el siguiente camblo de variable:
z=u?+1; dz =2udu
du 1 (dz Ssz]_ [ du 1 (dz SJ‘dz

+
u 2J) z 2

+ +
z2 u 2J) z 2) z2

= -l +1l +SZ_1 +C=
= nutzilnz+s— =

[ 1
=— —lnu+zln|u2 + 1] —E(u2 +1)‘1] +C

1 5
=lu—=u?+1|+=@W?+1)1+C
2 2
1 ) 5 2 -1
Respuesta: Incost —Eln|cos t+1| +§(cost +1)

+C

x2—4x+7
x3—x2+x+3

22.— Resolver: f

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores:
1 lineal y 1 cuadrético:

A Bx+C
x+1l 22233
>x2—4x+7=Ax*—-2x+3)+Bx+C(x+1)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
=>x=—-1,1+4+7=A1+2+3); 12=A(6); A=2
=2A+B=1; 2+B=1; B=-1
x?—4x+7=Ax?>—-24x+3A+Bx*+Bx+Cx+C
=(A+B)x>+(-2A+B+C)x+(BA+0C)
=—24A4+B+C=-4,-22)+(-1)+C=—-4 -5+C=—-4
c=1
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2 —x+1 dx x—1
_fmdx+fx2—2x+3dx_fo+1_fx2—2x+3dx
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x+1;du=dx; u=x*—-2x+3; du=2(x—1)dx

du 1 (du 1

=2 7—5 ?= 2ln|u|—§ln|u|+C

1
Respuesta: 2In|x + 1| — Eln|x2 —-2x+3|+C

23.— Resolver: f dx

x
x3-8
Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores:
1 lineal y 1 cuadrético:

A Bx +C
(x—2)+x2+2x+4
6x =A(x?+2x+4)+ (Bx +CO)(x —2)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
6x = Ax? + 2Ax + 4A + Bx? — 2Bx + Cx — 2C
= (A+B)x?*+ (2A — 2B + C)x + (44 — 20)
>x=2;6(2Q)=A@+4+4); 12=4(12); A=1
>A+B=0;1+B=0; B=-1
=>2A-2B+C=6;4+C=6;C=2

_f dx +f —x+ 2 p
N ) x2+2x+4x

dx —X dx
_fx—2+Ux2+2x+4+2 (x2+2x+1)+3]
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x—-2du=dx; u=x>+2x+4,du=2x+2
= (x? + 2x + 1) + 3 (Artificio para no alterar la ecuaciéon)

du —Xx dx
:_f?-i_U_xz+2x+4+(2+1)f(x+1)2+3]
Se realizan los siguientes cambios de variables:
w=x+1)?% du=dx; a>2=3;a=+3

— ] |+[ 1fdu+3f du
= 2) u u?+3
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1 1 u
= In|x — 2| —Elnlul +3—tan"'—+C

V3 V3
1
Respuesta: In|x — 2| — Eln|x2 +2x + 4
1 x+1
+3—tan1=——+C
V3 V3
x*+x+3

24. —Resolver:fmdx

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores

cuadraticos repetidos:

Ax+ B Cx+D

x2+3 +(x2+3)2
x*+6x% +9 = (x% + 3)?
>x24+x+3=Ax+B(x?*+3)+Cx+D
= Ax3 +Bx?*+ 34+ C)x + (3B + D)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:

2A=0,B=1;3A+C=1,C=1;,3B+D=3;3+D =3
>D=0

f dx 4 J‘ X d

= X

x%+3 (x%2 +3)2

Se realizan los siguientes cambios de variables:

u?=x%du=dx; a®=3; a=v3; u=x%*+3; du=2x
j du +1fdu 1t _1<u)+1u‘1+c

= —_—t = | — = —tan N _
uz++/3 2J)ur 3 V3/  2-1

1 u 1
=—tan~! (—) —-ut+C=

V3 V3/ 2
1 X 1 -1
Respuesta: —tan™1 (—) ——(x2+3 +C
p 73 N ( )
ex

25.—Resolver:f e+ (e — 1)

Solucién.-
Se realizan el siguiente cambio de variable:
u =e*; du = e*dx
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f W+ 1Du-1)
Se descompone el denominador mediante 2 factores: 1 factor lineal y 1 factor
cuadratico:
Au+ B C
= > +
u+1 u-1
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

51=UAu+Bu—-1)+Cu?+1)

1
:>u=1;1:2C;C:E

1=Au®?—Au+Bu—B+Cu®>+C
>A+0u?+(-A+Bu+(-B+0)

1
2A+C=0A4A+-=0,4A=—2
+ +2 2

1
> —A+B=0;5+B=0B=-
_ 1fu+1d+1f du _1”‘ du J‘u+1d]
T2 ) w1 2 u=1 e

_IU du f u p f du
2Uu=1 e e

Se realizan los siguientes cambios de variables:
z=u-1; dz = du; z = u? +1 dz—Zudu zZ2=u%a*=1

dz
———f f T ln|z| ——ln|z| —tan~ 1Z] +C
Z

= E[lnlu -1 —Elnlu2 +1| - tan‘lu] +C

N =

1 1, 1
Respuesta: Elnlex— 1] —Zln|e 41| —tan e*+C

4x + 3

4x3 + 8x2% + 3xdx

26. —Resolver: J

Solucién.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores
lineales distintos:

A B C

+ 2x + 3 2x +1
= 4x +8x% + 3x; x(4x* +8x+3); x(2x +3)2x + 1)
=24x+3=A2x+3)2x+1)+Bx(2x+ 1) + Cx(2x + 3)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
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5>x=0;3=43)(1);3=34A4=1

s= Gl a-a(-)e( )

=>—6+3=B<—;>(—2);B=—1

s=bal-Drame (YD)

=>—2+3=C<—1)(2); c=-1

-5 [ o
2x+ 3 2x+1

Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=2x+3; du=2dx; u=2x+1; du = 2dx

R (L (S R S ST M
=n|x 2 ” 2 u—nx Znu Znu

1 1
Respuesta: In|x| — Elanx + 3| - Elanx +1|+C

x2+5
x3—x24+x+3

27.— Resolver: f

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores;

1 factor lineal y 1 factor cuadratico:

A Bx+C
x+1 X _2x+3
= (x + 1)(x%? — 2x + 3);
x2+5=A4(x%?—-2x+3)+ (Bx+C)(x+ 1)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
=>x=-1,1+45=A4A4(14+2+3); 6 =A4(6); A=
>A+B=1;1+4B=1, B=20
=>x2+5=Ax?>-2Ax+3A+Bx?*+Bx+ Cx+C
> (A+B)x?+ (-2A+B+C)x+ (34+0C)
=234A+C=531)+C=5C=2

_f dx +2f dx _fdu+2f dx
) x+1 x2-2x+3 J u (x2—=2x+1)+2

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x+1; du=dx
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dx dx
:ln|u|+2f(x_1)(x_1)+2:ln|x+1|+2fm
Se realizan los siguientes cambios de variables:
w=x-1%du=dx;a®=2;a=+2

du 1 u
= In|x + 1| +2f—= In|x + 1] +2—tan‘1(—)+C
(wW)? +a? a a

R ta:ln|x + 1| + 2 tan‘1<x_1>+C
espuesia. —_— _—
P vz vz

28.—R l f t+8 dt
.—Resolver: | ——
t2-5t+6
Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:

A B

t—3 + t—2
=>t2-5t+6=(t—3)(t—2)
>t2+8=A(t—-2)+B(t-23)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A y B:
=>t=3;94+8=4(3-2)+B(B-3); 17=4(1); A=17
=>t=2;4+8=AR2—-2)+B(2—-3); 12=B(-1); B=-12

17 d 12 d 1 dt 12 dt
_ft—st ft— =173 t—2
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=t—3;du=dt; u=t—2; du=dt

du

=17 | — — 12]— = 17In|u| — 12In|u| + C

Respuesta. 17In|t - 3| —12In|t - 2|+ C

sec’x 4
x
tan*x + S5tan?x + 6

29. —Resolver: J

Solucién.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u = tan x; du = sec* x dx

f du _
u* +5u2+6
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Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
cuadraticos distintos:
Au+B Cu+D

=z u?+3 + u?+2

ut +5u? + 6 = (u?+3)(w?+2)

=>1=Au+B)(w?+2)+ (Cu+D)(u?+3)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:

= 1= Au® + 24u + Bu? + 2B + Cu® + 3Cu + Du? + 3D

> A+ 0ud+ (B +Du?+ (2A+3C)u+ (2B +3D)

>A+C=0,B+D=0;2443C=0;2B+3D=1

= B+ D =0;2B + 3D = 1sistema de ecuaciones donde D = 1;B
=-1

=>A+C=0; 24+ 3C = 0sistema de ecuaciones donde C = 0; A
=0

_jdu_i_fdu_fdz +f dz _
N u?+3 uz+2 z2 + a? 72+ a%

Se realizan los siguientes cambios de variables:
wt=z%du=dz; a® =3;a=3
W=z du=dz; a =2 a=2

= —%tan‘1 (Z) + %mn‘1 (Z) +C

1 (U 1 (U
= ——tan (—)+—tan (—)+C

V3 V3/ 42 V2
R t 1tan_1(u) 1tan_l(u)+C
espuesta: — — ) —— —
puestt 2 NN V3
4
—8
30.— Resolver: Mdy
y° +2y
Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores;
2 factores lineales repetidos y 1 factor lineal distinto:

A B 4 C

y oy y+2

y:+2y? =y*(y+2)

>yt —8=Ay(y +2) + B(y + 2)+Cy?

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
>y=-2;16—-8=4C; 8=4C; C=2
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=y=0; -8=2B; B=—4
= y* — 8 = Ay? + 2Ay + By + 2B+Cy?
= (A+C)y>+ (2A+B)y + 2B
= A+C=0; A:—C;A=—2

d
:—Zf——4 +2 Y
y+2

Se realiza el S|gU|ente cambio de variable:
u=y+2;du=dy

4
= 2In|y| +3—/+ 2lnjul + C =

4
Respuesta: 2ln|y| + ; +2Ilnly+2|+C

2x3+3x+2
x3+4x2+6x+4

31. —Resolver: f

Solucién.-
Se aplica algebra de fracciones y se descompone el denominador mediante 2
factores; 1 factor lineal y 1 factor cuadrético:

8x%2+9x+6 A Bx+C
_[de__[x3+4x2+6x+4=x+2+x2+2x+2

=58x2+9x+6=Ax%?+2x+2)+ (Bx+O)(x +2)
>x=-=2
8(—2)2+9(-2)+6

=A((-2)*+2(-2)+2) + (B(-2) + O)((-2)

+2)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
=232-184+6=A4(4—-4+2);20=4(2); A=10
= 8x% +9x + 6 = Ax? + 2Ax + 2A + Bx* + 2Bx + Cx + 2C
= (A+B)x*+ (2A+ 2B+ C)x + (2A+ 20)
>A+B=8;,104+4B=8; B=-2
=22A+2B+(C=9;20-4+C=9; C=-7

o[ g e
B x x+2 x X2 4+2x+2 x

_ [10J dx j 2x 7-[ dx ]
- x+ 2 x2+2x+2 x2+2x+2

Se realizan los siguientes cambios de variables:
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u=x+2;du=dx; u=x*+2x+2; du= (2x +2)dx

_5 [10fd J‘ 2x + 2 zf dx ]
- x2+2x+2 ) (x+1)2+1

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x+1; du=dx

du du
:2x—[101n|u|—f7—5fu2+1]

= 2x — [10In|x + 2| — In|x? + 2x + 2| — 5tan™ (x + 1) + C]
Respuesta: 2x — 10In|x + 2| + In|x? + 2x + 2| + Stan ' (x + 1) + C

(sen3t — 8sen?t — 1)cos t
(sent + 3)(sen?t — 4sent — 5)

32.—Resolver:

Solucién.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=sent;, du = costdt
ud—8u? -1 7u? —17u — 14
(u+ 3)(u? —4u—5)du_ fdu__fzﬁ — u? —17u—15du
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores
lineales distintos:
A B c
=>u+3+u—5+u+1
= 7u?—-17u— 14
=Au—-5wuw+1)+Bu+3)(u+1)+C(u
+3)(u—-05)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

64
>u=-3;27+51—-14 = A(—8)(—2);64 = 164; A= = 4

19
>u=5;175-85~14=B(8)(6); 76 = 48B; B= —

5
Su=-1;7+17-14=C(2)(~6); 10=-12C; €= —¢

_fd [4j du +19 du 5-[ du
ol R wu+3 12)u—-5 6Ju+1

Se realizan los siguientes cambios de variables:

z=u+3;dz=du;z=u—-5;,dz=du; z=u+1; dz=du
dz 19 fdz 5 (dz

- [4 1 6 j z
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- [41||+191|| 51||]+c
=u nlz| + 7 Inlz| - Inlz
19 5
:u—[4ln|u+3|+Eln|u—5|—gln|u+1|]+C
19 5
:u—4ln|u+3|—Elnlu—5|+gln|u+1|+(]

19 5
Respuesta: u — 4 In|sent + 3| — Elnlsent -5+ glnlsent + 1|
+C
9t2 — 25t -5

33. —Resolver: 32 512 dt

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:
A B
+
Bt+1) (t-2)
9t2 —25t—5=A(t—-2)+ B3t +1)

o= —tio(-2) —as(-2)-s5-a(-2-2)
-3 3 3 B 3

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:

:,,1+25 S—A( 7)- A= 13

3 B 377
=>t=2;92)?2-26(2)-5=BB12)+7)

21
=36—-52—-5=B(6+7); —21 =13B; B__E
13/, 21 f 21 ( dt

Bt+1) 13(t—2) (3t+1) 13 (t—2)
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u= 3t+1 du—3dt u=t—2; du=dt

f du _ 13[ 21[ +C

w2 T

Respuesta: — ln|3t+1| 3lnlt—2| +C
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dt
4. —R l :
3 esolver f 22+ 1)

Solucién.-
Se descompone el denominador mediante 3 factores lineales: 2 factores
repetidos y 1 factor distinto:

A B C
(t+2)+(t+2)2+(t+1)
1=A>t+2)t+1)+B(t+1)+C(t+2)>
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
=>t=-2;1= B(—-1); B= —1
=>t=-1;1=Cc1);C=1
>1=A{t?>+t+2t+2)+Bt+B+C(t?+4t+4)
= 1=At? +3At +2A+ Bt + B + Ct?> + 4Ct + 4C
=>1=(A+0)t> + BA+ B +4C)t +2A+ B + 4C
>2A+C=0A44+1=0,4A=-1

1 1 1
:j_(t+2)_3(t+2)2+t+1dt:
~ dt 1[ dt dt
J@e+2 3 c+22 ) a+D -
da 1 (da da 1
= - 7—§f¥+ 7=—ln|a|+§a +Inlal +C
1

=—] — +1 C =
n|a|+3a + [n]al +

Respuesta: — In|t — 2| — +Iinjt+1|+C

3t+6

dx

35. —Resolver: J = 1322
Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores
lineales; 2 factores repetidos y 1 factor distinto:

A B C

X + x? + x+3

1=Ax(x+3) +B(x + 3) + Cx?

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

1
=x=0;1=B(0+3); 1=B(3);B=§
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1
=>x=-3;1=C(-3)%1=C(9); C=§
= 1= Ax? + 3Ax + Bx + 3B + Cx?
=>1=(A+C)x*+ 34+ B)x+3B

1
SA+C=0A+-=0;A=—=
9 9

1 1
=|-—d dx + | ———dx =
f 9x x+f3 2 x+f9(x+3) *
dx 1(dx 1 dx

[ —_ P + —_ —
9) x "3)x279) (x+3)
Se realiza el siguiente cambio de variable:

u=x+3; du=dx

= 11 +1j 2d+ du
= nx 3 X 9

9 u
= L ) L 4 =
= 9nx 3\ 1 9nu =

1 1 1
Respuesta: — §lnx ~3x + alnlx +3|+C

w?+4w -1
36. —Resolver: | ————— dw
we —w
Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores
lineales distintos:

A B C

—+ +
W w—1 w+1

wit+dw—1=Aw—-1DWw+1)+Bww+ 1) + Cw(w — 1)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
>w=0-1=40-1)0+1); -1=-4,A4A=1
>w=11+4-1=B(1)(1+1);4=2B;B=2
>w=-1; 1—4—1=C( D(-1-1); -4=2C; C=-2

[
N 7+2fwdfz1 2fw+1

Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=w—-1;,du=dw; u=w+1; du=dw
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du du
:lnlwl+2f7—2.f7:lnlwl+2ln|u|—21n|u|+C
Respuesta: Inlw|+2Injw—-1|-2Injw+ 1|+ C

x+4
37. —Resolver:f3—dx
x° + 4x

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores;
1 factor lineal y 1 factor cuadratico:

A Bx+C

x * x>+ 4

>x+4=A*+4)+ (Bx+CO)x

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
=>x=0;4=4(4); A=1
=>x+4=Ax?+4A+ Bx%? + Cx
>x+4=(A+B)x*+Cx+4A

>A+B=0;1+B=0; B=-1

>C=1

—j1d+ (x+1) j fx—ld_
/™ X244 Z+4a T

x
—lnx—(jx2+4d fx2+4)

Se realiza el siguiente cambio de variable:
a=x*+4;da=2xdx

_ j‘da f
nx x2+4

lnx——lna+§tan 1(2)+C =

1 1 /X
Respuesta: Inx — Elnlx2 + 4-| + Etan 1 (E) +C

3t

38. —Resolver: | —/—————dt
J 2t* + 5t2 + 2
Solucion.-
Se aplica factorizacién y se descompone el denominador mediante 2 factores

cuadraticos distintos:
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At + B Ct+D

TR CES))

=3t = (At +B)(t* +2) + (Ct + D)(2t> + 1)

= 3t = At3 + 2At + Bt?> + 2B + 2Ct3 + Ct + 2Dt*> + D
=>3t=t3(A+2C)+t*(B+2D)+t(2A+C)+2B+D
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:
>A+2C=0A=-2C; A=2

=>B+2D=0; B=-2D; B=0
=244+C=3;2(-20)+C=3;,-3C=3;C=-1

[ [
) 2t2+1 t2+2

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
a =2t* + 1;da = 4tdt; b = t* + 2; db = 2tdt

C1(da 1 db_llll Llbl 4
—2) @ T 2)p T2 T

1 1
Respuesta: Eln |2t2 + 1| - Eln|t2 +2|+C

2x—6

39. —Resolver:f—
x2—4x +3

Solucion.-
Se aplica factorizacién y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:
A B
x—3 x-—1
2>2x—6=A(x—-1)+B(x—3)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A y B:
=>x=3;23)—-6=43B-1); 0=4(2); A=0
=2x=1,21)-6=B(1-3); -4=B(-2); B=2
Se realiza el siguiente cambio de variable:
a=x-—1; da=dx
2 da

=f dx=2f—=2ln|a|+C=

x—1 a
Respuesta: 2In|x — 1|+ C
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dx

40. —Resolver:fm

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores;
2 factores lineales distintos y 1 factor cuadratico:

A B Cx+D
2x—1+2x+1+4x2+1
51=AQx+1)“4x*+1) +B(2x —1)(4x2 + 1)

+ (Cx + D)(4x%2 — 1)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:

1 1 1\2 B 1
:>x—§;1—A(2(§>+1><4(Z) +1);1_4A;A_Z
1 1 1\2
=x=-c; 1=B<2(—§>—1)(4<—§> +1>; 1= —4B;
1

=>B=-
4

=1=QAx +A)(4x*+1) + (2Bx — B)(4x%? + 1) + 4Cx3 — Cx
+4Dx?> —D

= 1 =8A4x3+ 2Ax + 4Ax*> + A+ 8Bx3 + 2Bx — 4Bx* — B
+4Cx3 — Cx + 4Dx*> - D

=1=x3(84+8B+4C) +x?>(4A—4B+4D) +x(2A+ 2B - ()
+A—-B-D

1 1
=>8A+8B+4C:0;8(Z>+8(—Z>+4C=0;2—2+4C=O
=>C=0

1 1
=>4A—4B+4D=O;4(Z>—4(—Z)+4D=0

1
=2+4D=0; D=~

1 1 1 dx
_f4(2x—1)dx_f4(2x+1)dx_5f4x2+1 -
Se realizan los siguientes cambios de variables:
a=2x—1;da =2dx;b=2x+1;db = 2dx

1(fda 1(db 1 dx
~8)J a 8J) b 2f4x2+1_

—1l|| 1l|b| 1t 12x)+C
=glnlal —gin 5 tan™" (2x
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1 1 1
Respuesta: gln|2x — 1| —gln2x + 1| - E1ran—1(2x) +C

4 + 5x?
41.— Resolver: f ——dx
4x + x3

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores;
1 factor lineal y 1 factor cuadratico:

A Bx+C

—_ + >

x x“+4

=4+5x2=A4(x*+4)+ (Bx + O)x

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
=2x=0;,4=A4(0+4);4=44;A=1

=4+ 5x? = Ax? + 4A + Bx? + Cx

=4 +5x2=x%(A+B) + Cx + 4A

>A+B=51+B=5 B=4

>C=0

_fdx_l_f 4x dx =1 +f2*2xd B
) x X2y TI 2+arT

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x%+4; du=2xdx

2x du
=lnx+2j > dx=nx+2| —=
x“ + 4 u

Respuesta: Inx + 2 Ilnu + C =In|x| + 2In|x* + 4|+ C

X

42.— Resolver: f m
Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores;
1 factor lineal distinto y 2 factores lineales repetidos:

A B C

x-l_x+1+(x+1)2

=>x=A(x+1)>+Bx(x+ 1)+ Cx

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A,By C:
5x=0,0=40+1)?%A4=0

sx=-1-1=C(-1); C=1
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= x =Ax*+2Ax+ A+ Bx? + Bx + Cx
>x=x’(A+B)+x(2A+B+C) + A4
=2>A4+B=0;B=0

:f(x:i-—xl)zzfi f ‘zdu——+C

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x+1; du=dx
=—ul+C=—-(x+1)1+C=

1
Respuesta: — ~F1 +C
5x% —3x+ 18
43. — Resolver:f dx
9x — x3

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores;
1 factor lineal distinto y 2 factores lineales repetidos:

A B C

;_x—3+x+3

5x2—3x+18 =A(x? —9) — Bx(x + 3) + Cx(x — 3)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A,By C:
=>x=0;18=A4(0—-9);18=—-94; A = -2
=>x=3;45—-—9+18 =—-B(3)(6);54 = —18B; B=—3
=>x=-3;454+9+18=C(18); 72=18C; C =4

2 dx dx
=—j—dx+3 —+4f =
X x—3 x+3

Se realizan los siguientes cambios de variables:
a=x+3;da=dx; b=x—-3; db =dx

db da
= —2In|x| + 3J7 + 4f7 =2In|x| + 3in|b| + 4In|a| + C
Respuesta: 2Iln|x| + 3In|x — 3| + 4ln|x + 3|+ C

44. —Resol f5x3_4xd
. esolver: x4—16 X

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores;
2 factores lineales distintos y 1 factor cuadratico:

A B Cx+D

+ +
x—2 x+2 x%2+4
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5x3 —4x = A(x + 2)(x? + 4) + B(x — 2)(x? + 4) + (Cx + D) (x?
—4)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:

=>x=240—-8=A4(4)(8); 32=324; A=1

=>x=-2;—-40+8=B(—4)(8); —32= -32B; B=1

= 5x3 —4x = Ax3 + 4Ax + 24Ax? + 84 + Bx3 + 4Bx — 2Bx?
— 8B+ Cx3—4Cx+Dx%?—4D

=5x3—4x =x3(A+B+C)+x*(2A—2B +D)
+x(4A+ 4B —4C)+8A—-8B—4D

2A+B+(C=51+1+C=5C=3

=22A-2B+D=0;2-2+D=0;D=0

—j1d+j1d j3xd—
) x—2% x+2% 2+a* T

Se realizan los siguientes cambios de variables:
a=x-2da=dx; b=x+2;db=dx;c=x*+4;dc=2xdx

da db 3 (dc 3
=f_+ ———f—=ln|a|+ln|b|——ln|C|+C
a b 2) ¢ 2

3
Respuesta: In|x — 2| + In|x + 2| — Eln|x2 +4|+C

x2+3x+3
x3 +10x2 + 25x

45. —Resolver: f

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores;
1 factor lineal y 2 factores lineales repetidos:

A B C

+ +
x x+5 (x+5)2
x24+3x+3=A(x+5)*+Bx(x+5)+Cx
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

3
=0;3=254; A=—
=>x=0;3 54; 25

13
:>x=—5;25—15+3=—5C;C=—?
= x%24+3x+3=Ax*+104Ax + 254+ Bx* + 5Bx + Cx
A+ B 13+B 1; B 22
= = f—_— = . = —_—
' 25 ’ 25
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3 22
fzs dx +f25( 5% f5(x+5)2
_ dx 22 dx 13 dx _
‘E % 25)x%5 5) 52
Se realiza el siguiente cambio de variable:
a=x+25; da =dx

_ l| |+ da 13 [ da
25 25 5 ) (@2
= Z il + Znlal -2 [0 =
—Enx gna ? a =
= 31 | |+2 In| |+13 1+C
= oelnlxl+ oz inlal + —a
3 22 13

Respuesta: 25ln|x|+ ln|x+5|+—(x+5)
46.— Resol f 1+t dt

. esolver: o T 2
Solucién.-

Se aplica factorizacién y se descompone el denominador mediante 3 factores;
2 factores lineales repetidos y 1 factor cuadratico:

A B Ct+D

t + (9t2 +1)

= 1+t=At(9t?> + 1) + B(9t? + 1) + (Ct + D)t?

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:
=>t=0B=1

= 1+t =9At3 + At + 9Bt? + B + Ct3 + Dt?
>9B+D=0;9+D=0;D=-9

>4=1

294+C=0;94+C=0;C=-9

fd”ftz f(gfzt;n
- [T+ 5O mrnro[een) -

Se realiza el siguiente cambio de variable:
a=9t>+1; da = 18t dt

1 (da
= In|t| + j t~2dt ——j—— tan~13t =
2) a
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1
=Int|-t1 - Elnlal —tan"'(3t) + C

1
Respuesta: In|t| —t™ 1 — Eln |9t2 + 1| —tan 13t +C

47. —Resol f 12y 4
.—Resolver: 677 —7y—3 y

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:

A B

+
2y—3 3y+1
12y =ABy + 1)+ B2y —3)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:

L, 3.g 11, 36
yEp T A AT
1 4 B( 11) B 12
= —_ — . I —_—
y=T3 3) %711

_j %6 +f 12
ey -3»? ") Gy + 0"

36 dy 12 dy
B 11J(2y—3)+11f(3y+1) B
Se realizan los siguientes cambios de variables:
a=2y—3;da=2dy; b=3y+1; db = 3dy
18 fda 4 (db 18 4
= H 7+H — —Hlnlal +Hl’fl|b| +C

18 4
Respuesta: Hlany - 3|+ ﬁln|3y +1|+C

2x%2+2

—d
x2—x—6 x

48. —Resolver: J

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:
A B
x—3 * x+2
2x2+2=A(x+2) +B(x —3)
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Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:
=>x=3;18+2=54;20=54; A=4
>x=-2;842= —-5B;10= —5B; B= -2

_ f 4 J f 2 dx = 4 dx ) dx B
-3 )+ T -3 x+2)
Se realizan los siguientes cambios de variables:
a=x—-3;da=dx; b=x+2; db=dx

da db
=4 ——2f—z4ln|a| —2In|b| + C

a b
Respuesta: 4ln|x — 3| — 2In|x + 2|+ C

3x—2
49. —Resolver: | ———dx
x4+ 2x
Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:

A B

x x+2

3x —2=A(x+2) + Bx

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:
=>5x=0,-2=24A4A=-1

>x=-2;—-6—2= —-2B; - 8= —2B; B=4

=_[_%dx+_[(xj‘-2)=_f(i_x+4 (x(%IiCZ)=

Se realiza el siguiente cambio de variable:
a=x+2;da=dx

dx da

= - —+4f—=—ln|x|+4ln|a| +C
X a

Respuesta: — In|x| + 4Iln|x+ 2|+ C

2x-12
3x2—10x—8°"

50. — Resolver: f

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:

A B

3x+2+x—4
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2x —12=A(x—4)+B(B3x +2)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:

4 12 14A 40 14A 2 20
= = — = —— — = ——A4 —— —A- -
x 3" 3 377 3 377 7

2
>x=4;,8-12=14B; —4=14B;B=—7

_f zodfzdmfdx 2( dx
) 7(3x+2) 7(x — 4) 7)3x+2 7)(x—4)

Se realizan los siguientes cambios de variables:
a=3x+2; da=3dx b=x-—4;db =dx

20 db
=—ln|3x+2| —Z |5 =

20 2
Respuesta: ﬁlnISx + 2| — 7ln|x —4|+C

dx
x5 —12x* + 36x3

51.— Resolver:f

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 5 factores
lineales repetidos:

A B C D E

x+x2+ +(x—6) (x —6)2

1= Ax?*(x — 6)? + Bx(x — 6)? + C(x — 6)?> + Dx3(x — 6) + Ex3
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B,C,Dy E:

1
—0:1= 36C; C=—
=X 36

1
=>x—6,1—216E,E—2—16
1= Ax* — 12Ax3 + 36Ax? + Bx3 — 12Bx? + 36Bx + Cx? — 12Cx
+36C + Dx* — 6Dx3 + Ex3
>A+D=0;,-12A4+B—-6D+FE=0;36A—12B+ C = 0;

1 1
=>36B—1ZC=0;36B—12(%>=0;36B—§=0;B=1/108

1 1
1 1
SATD =0t D=0D =733
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1 1 1 1
- f432x dx + f Togz Xt f 3623 % f B2 —6) >

1
* f 216(x — 6)2 dx

1 dx + 1 dx dx 1 dx
432 108 36 x3 432) (x—6)
216] (x — 6)2

Se realiza el siguiente cambio de variable:
a=x—6;da=dx

-2
Inl] - — (x -1)——("—) L onial+— [ a=2da

=132 108 > ) 132! 216
R ta—— Infx| — — 1 L lx—
espuesta: sy Xl " Jo8x 7222 432 ¥
.~ 4cC
216(x—6) |
4x — 2

52.— Resolver:fm

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores
lineales distintos:

4x — 2 J
fx(x—Z)(x+1) X

[t

4x —2=Ax—2)(x+1)+Bx(x+ 1)+ Cx(x — 2)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
=2x=0,0-2=A4(-2)(1); —2=-24;A=1
=>x=2;4(2)—-2=2B(2+1);6=6B;B=1
>x=-1;,4(-1)-2=-C(—-1-2); -6 =3C; C=—

dx dx

=4 —2 f
x+1

Se realizan los siguientes cambios de variables:

u=x—-2;du=dx; u=x+1; du =dx

= In|x| + In|u| — 2In|u| + C = In|x| + In|x — 2| = 2In|x + 1|+ C

= Inlx(x—2)|—In|lx+ 12+ C =
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x(x—2)

Respuesta: In m +C
x2

53.— Resolver: | ——

f x2+x—-6

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:
A B
x+3 + x—2
=A(x—-2)+B (x+3)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:

9
>x=-3,9=-54; A=—§

:>x:2;4:53;3=§

9 4
(_f5(x+3)dx+f5(x—2) dx) =
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x+3; du—dx u=x-2; du=dx

f d
. X

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:

17x —3

x+DBx—-2)

_f A N B
) x+1 3x-2

17x—3=ABx—-2)+B(x+1)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:
=>x=-1,-17-3=A(-3-2); —20=A(-5); A=4
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N —2-17(2> 3—B(2+1>-25—B(5)-B—5
*=3 3 23T )3T B =

—4f A +f > 4
T x 1T ) 3 =2

Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x+1;du=dx; u=3x—2; du = 3dx

5
= 4in|u| + §ln|u| +C =

5
Respuesta: 4ln|x + 1| + §ln|3x -2|+C

2x2+x—4

—— dx
x3 —x2 - 2x

55. —Resolver: f

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores
lineales distintos:

B 2x2+x—4 D =
_fx(x—Z)(x+1) x=

A B C
_[;+x—2+x+1 dx
2x2+x—4=A(x—-2)(x+1) + Bx(x + 1) + Cx(x — 2)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
>5x=0; 4=A(-2)(1); —4=-24; A=2
=>x=2;,8+2—-4=2B2+1);6=6B;B=1
>x=-1;2-1-4=—-C(-1-2); -3=3C; C=-1

dx dx dx du du
=2f—+f —f :2[n|x|-|—f__ -
X x—2 x+1 u u

Respuesta: 2In|x|+ In|lx — 2| —In|x+ 1|+ C

3x+13

56. —Resolver: f Z14x13 dx

Solucién.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:

3413
f(x+3)(x+1) x
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A B
- fx +3 + x+1 dx
3x+13=A(x+1)+B(x+3)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:
=2>x=-3-94+13=A(-3+1); 4=A(-2); A=-2
=>x=-1; -3+13=B(-1+3); 10=B(2); B=5

dx dx du du
:_zf +5f =—2f—+5 &
x+3 x+1 u u

= —2In|u| +5In|u| + C =
Respuesta: — 2 In|x+ 3| +5In|x+ 1|+ C

dx

57.— Resolver: | ———
esolver fxz 2%

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:

f dx —fA+ B
x(x+2) Jx x+2

1=A(+2)+Bx
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:

1
x =0; 1=A(2);A=E

1
>x=-2;1=-2B; B=——

2
_1 dx 1J dx —1l|| 1 du_llll 11||+C
=2 % 2 ) x+2 2T ) T T

1

1 1
= Elnlxl —Elnlx +2|+C= E(lnlxl —Injx+2))+C

R ta: (| -*|)+c
espues az<n|x+2)

2x+1

58. —Resolver: J —_—
x2—7x+ 12

Solucién.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores

lineales distintos:
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2x +1
(x—4)(x—-3)

—fA+Bd
_x—4x—3x

2x+1=A(x—-3)+B(x—4)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:
>x=48+1=4(4-3);9=4(1); A=9
=2>x=3,6+1=B(3—-4); 7=B(-1); B=-7
dx dx du du

:9j —7j =9| — -7 —=9nu—-7lhu+C

x—4 x—3 u u
Respuesta:9In(x —4)—7In(x—-3)+ C

y+4
59. —Resolver:f dy

2
ye+y
Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores

lineales distintos:

f y+4 fA+ B p
— — — y
y(y+1) y y+1

y+4=A(y+1)+By

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:
=2>y=0;4=4(1);A=4

>y=-1; —1+4—B(—1); B=-3

—4-[——3 ?—4ln|y| —B.fdu—u= 4inly| = 3lnlu| + C
Respuesta: 4ln|y| — 3ln|y+ 1|+ C

dt

60. —Resolver: | —————
f t3+12 -2t

Solucién.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores

lineales distintos:

dt ~
Jt(t +2)(t—1)

—fA+ B + ¢ dt
)t t+2 t-1
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1=At+2)(t—1)+Bt(t—1)+Ct(t+2)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

1
=t=0;1=A@)(-1; 1=-24 4= -2

1
St=-21=-2B(-2-1); 1=68; B=¢

1
St=11=C1+2);1=C@);C=3
1(dt 1 dt 1 dt

2) 7t "6)t+2 3] t-1_

= 1l |t|+1l | |+1l lul +C
=-5ln ¢ nlul +3inlu

1 1 1
Respuesta: —Elnltl +gln|t+ 2|+ §ln|t— 11+ C

Cos X

61.—R l : d
esotver fsenzx —6senx+ 12 .

Solucién.-
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=senx; du =cos xdx

_j du _-[ du B

S Juz-6u+12 ) w-3)2+3

x=u-—3; dx=du;\/a2=\/3_;a=\/§

Se aplica la integral estandar del arco tangente:

__[ dx 1 . _1<x)+c_ 1 . _l(u—3)+c

2+3 V37 \B NERRERNNE
1 _,(senx—3

Respuesta: — tg~—' | —— |+ C

V3 V3
62, —Resol J 7x% +2x -3 4
.—Resolver: x
2x-1)Bx+2)(x+3)
Solucién.-
Se descompone el denominador mediante 3 factores lineales distintos:
7x%+2x—3 A B Cc

S DB r D —3) -1 Gx+) x=3)
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7x% +2x -3
2x—=1)Bx+2)(x—3)
ABx+2)(x—3)+BR2x—1D(x—-3)+CR2x—1)(Bx + 2)
- (2x — D(3x + 2)(x — 3)
7x24+2x—3= ABx+2)(x—3)+B2x —1)(x—3) + C(2x

- 1)(Bx +2)

7x% 4+ 2x —3 =3x%A — 7xA — 6A + 2x?B — 7xB + 3B + 6x%C
+xC —2C

7x24+2x—3=x%2(3A+2B +6C)+x(=7A—7B + C) + (—64A
+ 3B —20)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C,
mediante un sistema de ecuaciones por medio del método de igualacion:
=>34A+2B+6C=7, -7TA—-7B+C=2; -6A+3B—-2C =-3
=(7) 3A+2B+6C=7 3) —7A-7B+C=2
(2)—-7A-7B+C=2 (7)—6A+3B—-2C=-3

= 21A+ 14B + 42C = 49 —21A—-21B+3C =6
—14A—14B+2C =4 —42A+ 21B —14C = —21
74 +44C = 53 —634 —11C = —-15

= (9) 7A + 44C = 53
—634—11C = —15

= 634 +396 C = 477

—634—11C=—15

6
385C =462 C= ¢
= —634 11(6)— 155 4=
5/ 35
(L) 2846 (S)=72 = -1
= — — | = = = ——
35 5 7
—f 4 d+j 5 d+f ¢ 4
B R Rl N Rl e
1 6

1
:f35(2x—1)dx+f_7(3x+2)dx+f5(x—3)dx
1 1(du 1 1(dv 6 (dw
= +—*—f7+—

5) w

= — % —

35 2) u '7 3

R t-112 1+113+2+6l 3

espues a.%n( by ) ﬁn( X ) gn(x )
+C
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6x% +22x — 23
x—1)x%2+x—-6) x

63. —Resolver: f @

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores

lineales distintos:
3 6x2% +22x — 23 4
") ex-DE+3)a -2
6x2 + 22x — 23 A B C

= = - -

Cx—Dx+3)(x—-2) (2x—-1) (x+3) (x—2)
A +3)(x—-2)+B2x - D(x—2)+ C(2x — 1)(x + 3)
B 2x—1D(x+3)(x—2)

6x% +22x — 23
=A(x+3)(x—2)+B(2x—-1)(x—2)+C(2x
—1D(x+3)

6x2% 4+ 22x — 23
= Ax? + Ax — 6A + 2Bx? — 5Bx + 2B + 2Cx?
+5Cx —3C

6x% +22x — 23

=x2(A+2B+2C)+x(A—5B +5C) + (—64
+ 2B —-30C)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C,

Aplicamos matrices

A+2B+2C=6

A—5B+5C =22

—6A+ 2B —3C = —23

ENCONTRAR LA DETERMINATE

1 2 2
1 -5 5
-6 2 =3

_5 5 1 5 1 -5
=>1|2 —3|_2|—6 —3|+2|—6 2|
= K = 1(15 — 10) — 2(=3 + 30) + 2(2 — 30)
= K =5—2(27) + 2(~28) = —105

6 2 2
22 =5 5
K
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- 22 -5
A_6| S e L ey
B K
_ 6(15 — 10) — 2(—66 + 115) + 2(44 — 115)
B K
_6(5) = 2(49) +2(=71) _ -210 _
~105 - 105
1 6 2
1 22 5
—6 -23 -3
B =
K
22 1 5 1 22
5o =23 Sl-elt 2l S
B K
_1(=66+115) ~6(-3+30) +2(-23+132) _ 105 _ __
B —105 105
1 2 6
1 -5 22
—6 2 -23
C =
K
5 22 1 1 -5
c—1|2 al-2l —23|+6| N
B K
_1(115-44) - 2(-23+132) + 6(2—30) _ 315 _
~105 =105

B C
=>f dx+f dx+f dx
x+3 xX—2

-1 3
= dx + dx + dx
f 2x—1 _fx +3 fx -2
Se realizan los siguientes cambios de variables:

u=2x—1;du=2dx; v=x+3;dv=dx;w=x-2; dw = dx;
du dv dw

=f—— —+3j—=ln(u)—ln(v)+3ln(w)+C
u v w

Respuesta:In(2x—1) —In(x+3)+3In(x—-2)+C

x3-6x2+11x—6
4x3-28x2+56x—32

64. —Resolver: [

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores
lineales distintos:
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x3—6x%+11x—6 S—6x2+11x—6

f4(x3 7x? + 14x — 8) f (x3 —7x% 4+ 14x — 8)

Se aplica Rufiini para encontrar los 3 factores lineales distintos:

1 -6 11 -6 ] 1>x-1=0>x=1
1 -5 +6

1 -5 6 0 ] 25x—-2=0>x=2
2 -6 0

1 -3
3=0>x=3

1 -7 14 -8 ] 1=>x-1=0>x=1
1 -6 +8

1 -6 8 0 ] 25x—-2=0>x=2
2 -8 0

1 -4 0

>5x—4=0>x=4
(x—D(x—-3)(x—-2) (x—3)
(x—l)(x—4)(x—2)d (x—4)

_1jx—3—1+1 L1 f(x—4)+1

(x:g +fmd")

Se reallza el siguiente cambio de variable:
=x—4; du=dx

fdx f— :%(x—ln(u)) +C

1
Respuesta: Zx ~1 Inx-—4)+C

x3

65. —Resolver: J -
x“+x—2

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores

lineales distintos:
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%3
f GroE-DH

x3 A B
"eiG-D @12 &-D
>x3=Axx-1)+B(x+2)
>x=-2; (-2)=4(-2-1)+B(-2+2)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:

=>—8=A(—3)+B(0):>A=§

1
>x=113=401-1)+B1 +2); 1=3B;B=5

_f A d+f B d_8fdx+1fdx
e+ ) - T3) x+273) x=1

Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x+2;du=dx;v=x-—1; dv=dx

_8 du+1 dv—8l()+1l()+C
“3) 7w T3)y T 3w Ty

8 1
Respuesta: §ln(x +2)+ gln(x -1+C

66.—Resol J e
.—Resolver: | ——dx
x2+5x+6
Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores

lineales distintos:

x3 + x? 4
x+3)x+2)
x3 + x? A B
= = -|-
x+3)x+2) (x+3) (x+2)
x}+x*  A(x+2)+B(x +3)
T a3+ x+3)x+2)

>x3+x2=A(x+2)+B(x+3)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:

>x=-2; -2+ (-2)2=4(-2+2)+B(-2+3) =

—-8+4=B=>B=-4
=>x=-3;(-3)2+(-3)2=4(-3+2)+B(-3+3)
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=>—27+9= —A; A=18

x> +x —
fx2+5x+6 f( I Ll reanp L
dx 4
(x+3) (x + 2)
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x+3;du=dx; v=x+2; dv=dx

du dv
=18 ?—4 7=18ln(u)—4ln(v)+c

=18

Respuesta: 18In(x+3) —4In(x+2)+C

x—3
67.—Resolver: | =——dx
x>+ x
Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores;

1 factor lineal y 1 factor cuadratico:
x—3

fxz(x +1)

x—3 _ Ax+ B C
x2(x+1)  x2 +(x+1)

x=3  (Ax+B)(x+1)+Cx?
x2(x+1) xZ(x + 1)
x—3=(Ax+B)(x+1)+Cx?
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
5x=-1;-1-3=AFD+B)(-1+1)+C(-1)? C = —4;
5x=0,0-3=40)+B)(0+1)+C(0)% B=-3
= x—3 = (Ax + (=3))(x + 1) + (—4)x?
x—3=(Ax—-3)(x +1) + 4x?
x—3=Ax?+ Ax — 3x — 3 + 4x?
X+ 3x +4x? = Ax? + Ax

4(x? + x)

A(x? =4(x*+x); A=—F5—;A=4

= A(x° +x) (x% +x); T rx)

_f4x—3d 4 dx 4xd de 4 dx
B xz (x+1) ) x? x a2 (x+1)

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x+1; du=dx
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dx du
=4f——3fx‘2dx—4f——
X u

3
Respuesta: " +4in(x)—4ln(x+1)+C

2x%2+13x+ 18
x3 +6x2+9x

68. —Resolver: f X

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores
lineales:

2x% +13x + 18
f x(x? +6x+9)
_ (2x*+13x+18 2x*+13x+18
B f x(x+3)2 x(x+3)2
A B C
T3 T =3
2x*+13x +18  A(x +3)? + Bx + Cx(x + 3)
x(x+3)2 x(x + 3)2
2x%2 +13x+ 18 = A(x + 3)2 4+ Bx + Cx(x + 3)
2x% 4+ 13x + 18 = Ax? + 6Ax + 94 + Bx + Cx? + 3Cx
2x>+13x+18 =x%(A+C) + x(6A+ B +3C) + 94
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
A+C=2;,6A+B+3C=13;9A=18=>A4A=2
C=0;B=1

=.[§dx+J(x_f;3)2dx+f(xCTg)dx

Se realiza el siguiente cambio de variable:
=x+3; du= dx

fdx+ (x+3)2 f( +3) ZJ.(i—x+fu_2du

—Zln(x)+—1+C—

1
Respuesta: 2 In(x) — ~73 +C

295



Calculo Integral

x
dx
x34+2x24+x+2

69. — Resolver: f

Solucion.-
Se aplica factorizacién y se descompone el denominador mediante 2 factores;
1 factor lineal y 1 factor cuadratico:

x
fxz(x+2)+1(x+2)dx

X
- f Gr DI Dw
X _ A Bx +C
GrD)2+D) (42 2+ D
x AP+ 1D+ Bx+0O)(x+2)
(x+2)(x2+1) x+2)(x2+1)

x=Ax*>+ 1)+ (Bx + C)(x + 2)

>x=-2; -2=A4((-2)>+1) + (B(-2)+C)(-2+2)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
2

A=—=
5

=>x=Ax?4+a+Bx?+2Bx + Cx +2C

2 2
= (A+B)=0-c+B=0;B=¢

2 4
=>(ZB+C)=1;2(§)+C=1;§+C=1; C=

_j A d+fo+Cd_2fdx+1J‘2x+1
B (x+2)x x?2+1) *T75)x+275 x?2+1)

Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x+2du=dx;v=x%*+1;dv=2xdx

_ 2 du+1(fdv+f dx)
~ 5) u 5 v x2+1

2 1
Respuesta: — gln(x +2)+ = (In(x®> +1) + tan"'x) + C

1

%)}

xZ

d
"D +2x+ D

70.—Resolver: f
(x

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores
lineales:
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XZ
f(x—l)(x+1)2 dx
x? A B C
G-DE+1? -1 GrD  xr1)?
x2=A(x+1?*+B(x—-Dx+1D+Cx—-1)

=>x=-1; —12
=A(-1+1?+B(-1-1)(-1+1)
+C(-1-1)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
1
T2
>x=1 12=A01+1?*+BA-DA+1)+C(1-1)
1
A= —
4

x2=A(x+1)?>+B(x—-1Dx+1)+C(x—1)
x2=A?+2x+1D)+Bx -1 +C(x—1)
4x2 =4Bx?> — 4B+ x> +2x+1—2x+2
4B(x* —1)=3(x%-1)

_3(x*-1)

3
4B=—""—";4B=3; B==
(2 =1

4
A B C
__[(x—1)dx+f(x+1)dx+f(x+1)2
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x—1;,du=dx;v=x+1;dv = dx
1(du 3 (dv 1 (dv

i) w12

1 3
Respuesta: In(w) — 7 In(x + 1) + 5 x+1) +C
71.—Resol J dx
.—Resolver: | ——————

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales:

dx
f (x+2)(x+3)
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1 A B
G+DGx+3) (12 @+3)
1 _A(x+3)+B(x+2)

(x+2)(x+3)  (x+2)(x+3)
>1=Ax+3)+B(x+2)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A y B:
2>x=-31=A(-3+3)+B(-3+2); B=-1
>x=-2;1=A(-2+3)+B(-2+2); A
A B dx

(x+2)dx+_[(x+3) .[(x+2) (x +3)
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x+2;du=dx;v=x+3;dv = dx

du dv
:fj—f?=ln(u)—ln(v)+C
Respuesta:In(x+2) —In(x+3)+C

dx

72.—Resolver: | ——————
esorver f2+3x—2x2

Solucion.-

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores

lineales:

f dx
—2x2% + 3x+ 2

f( 2x—1)(x—2)
_ A B
(—2x — 1)(x -2) (=2x-1) * (x —2)

1 _A(x—2)+B(-2x—-1)
(—2x—-1D(x-2) (—2x—-1(x-2)
1=A(x—-2)+B(-2x—-1)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A y B:

1
Sx=21=AQ2-2)+B(-4-1); B=—¢

s=—br=a(d-2)ra(2(-D)-1) =3
d 1 dx
_Efm_g (x-2)
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Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=-2x—1;du=-2dx;v=x-—2;dv = dx

zé(f‘i_“_f%) :%(ln(u)—ln(v)) +C

1
Respuesta: = (In(-2x—-1)-In(x—-2))+C

dx
73.—R l :
esotver f (x+ 1)(x2% + 2x)

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores
lineales distintos:

_ dx
B f (x + Dx(x + 2)
1

A B c
GiDxx+2) D @+
1 A+ D(x+2)+Bx(x+2) + Cx(x + 1)
(x+ Dx(x+2) x(x+ 1) (x +2)

1=Ax+1D)(x+2)+Bx(x+2)+Cx(x+1)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
=>x=-1;1=40)(-1+2)+B(—-1)(-1+2)+C(0)
B=-1
=2>x=0;1=40+1)(0+2)+B(0)(0+2)+C(0)(0+1)
1
1=3
=>x=-2;1=A4(-2+1)(0) + B(-2)(0) + C(—2)(—2+1)
1
€=3
A B Cc
:f;dx-}‘jde'l'jmdx
1 (dx dx 1 dx
R AT N CED)

Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x+1,du=dx;v=x+2;dv=dx

1 1
=5 n(x) = In(w) + 5 In(v) + C
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1 1
Respuesta: Eln(x) —In(x+1)+ Eln(x +2)+C

2
x

74.—Resolver: | ————d

esoverfxz_zx_i_1 x

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales repetidos:
x? A B
G-12 G-D G-
x*  Alx-1)+B
(x-1D2 (x—1)?
2=A(x-1)+B
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A y B:
>x=11=4A401-1)+B;B=1
x2=A(x—1)+B; x?=Ax—A+1
(- Dx+1)
G

_ A d B d = x+1d 1 d
__[(x—l) x+f(x—1)2 *=a-D x+_f(x—1)2 X

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x-1;du=dx

_fx—1+2 f( ML f(%* 31)dx+f%

fdx+2f fﬁ=x+21n(u)+_iu+c
(xil)

;A=x+1

+C

Respuesta: x+2In(x — 1) —

X
75. —Resolverzjmdx

Se descompone el denominador mediante 2 factores cuadraticos distintos:

X
d
f(xZ—S)(xZ—l) X
X Ax + B Cx+D

@-H2-1) Z-3) (-1
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x _(Ax+B)(x* = 1)+ (Cx + D) (x* - 3)
(x?=3)(x*-1) (x? =3)(x* - 1)
x = (Ax + B)(x?> = 1) + (Cx + D)(x? — 3)
x=[Ax+B)(x*-1)+C(x3—3x) + D(x?—3)
=>x=1;1=0+C((1)>-3(1))+D((1)*-3)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:

C+D= !
2

x=x3(A+C)+x*(B+D)+x(—A—-3C)+ (—B — 3D)

1
A+C=0;B+D=0; —A—3C=1;C+D=—§

A—1 B=0;C= 1 D=0
_21 - ) - 2; -
Ax +B Cx+D

DR O

1 X 1 X
_EIQZ—adx_EIQZ—ndx
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x2-3; du=2xdx;v=x%*—-1;dv=2xdx
1(du 1 (dv

1
—Z T—Z 7=Z(ln(u)—ln(v))+C

dx =

1
Respuesta: Z(ln(x2 —3)-In(x2-1))+C

8x%+8x+2
76.—Resolver: W dx

Solucién.-
Se descompone el denominador mediante 2 factores cuadraticos distintos:

8x?+8x+2 Ax+B Cx+D
(4x% +1)2 __(4x24—1)_k(4x24—1)2
8x2+8x+2 (Ax+B)(4x*+1)+Cx+D
(4x2 +1)2 (4x2 + 1)2
8x2+8x+2=4Ax3+Ax+4Bx>+B+Cx+D
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:
A=0;4B=8,B=2;A+C=8,C=8,B+D=2,D=0
Ax + B Cx+D
@zt sz ®
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=2 f g f L dx=
) Gz (4x2 + 12
Se realiza el siguiente cambio de variable:

u=4x*+1; du=8xdx
-1

—zf dx +f du—Zt —12 +u +C
)Gz T @ T A T

Respuesta: Ztan_12x - m +C
3t2+t+4
77.—Resolver: | ————
3+t

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores;
1 factor lineal y 1 factor cuadratico:

3t2+t+4
f t(t?+1)
3t2+t+4 A Bt+C
tt?+1) (tZ +1)
3t2+t+4 A(t2+1)+t(Bt+C)
tt?+1) - tt?+1)

3t2+t+4=A(t*+1)+t(Bt+ ()
3t2+t+4=At>+ A+ Bt?+ Ct

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
A+B=3;C=1,A=4,B=-1

—f ae+ [ 2 fdt+ o
)t (t2+1) t2+1)

=4j%—jmdt+jm

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=1t*+1; du=2tdt

1
=4In(t) — Eln(u) +tan"t+C

1
Respuesta: 4 In(t) — Eln(tZ +1)+tan 't +C
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y*+2y+1
78.—Resolver: | —————dy
(y*+1)?

Solucion.-
Se descompone el denominador mediante 2 factores cuadraticos repetidos:
y?+2y+1 Ay+B Cy+D

OFHIZ G2+ 0P H D2
y2+2y+1 (Ay+B)(y*+1)+Cy+D

2+1? (2 + 1)?
y2+2y+1=Ay3+Ay+By*+B+Cy+D
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:

A=0;,B=1,A+C=2, C=2;,B+D=1;D=0
Ay +B Cy+D j dy J‘ y
——dx+ | ——=dx = + 2 d
CERa R N ORI AN CERS D I N CZR D

Se realiza el siguiente cambio de variable:

u=y*+1; du=2ydy

u—l

—j A (. L,
"ot T @Y

-1

Respuesta: tan™'y — (yz—+1) +C

X2
79. —Resolver: f m dx

Solucién.-
Se descompone el denominador mediante 3 factores lineales repetidos:

x? A B C

= + +

(x—-1° (-1 -1 (x-1)°

x> Ax-1?+Bx-1)+C
(x—1)3% (x—1)3
x2=A(x-1)2?+B(x—-1)+C
x2=Ax?—-2Ax+A+Bx—-B+C
x2=Ax*+x(—2A+B)+(A—-B+ ()
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
A=1;,-2A+B=0;B=2;A—-B+(C=0;C=1
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4 [t [y
@—1)x+ka—n2x+ka—n3x

d +2 dx N x
(x—1) (x —1)? (x—1)3
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x—1; du= dx

—fdu Y R S L
B @z ) @ Y T T T =
R ta:ln(x — 1) 2 ! +C
espuesta: In(x — 1) — —
p x—1) 2(x—1)?
80.— Resol f dy
.— Resolver: | ————
y+a)(y+b)
Solucién.-
Se descompone el denominador mediante 2 factores lineales distintos:
1 1
(a—b) (b—a)

y —_—
y+a) (y +b)
A
= + ; 1=A(y+b)+B(y+a)
y+a) (y+b)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A y B:

y:—b y=—a
1=B(y+a) 1=A(y +b)
1=B(-=b+a) 1=A(—a+Db)
— 1 _ 1
= (b-a = " (a-b)
1 dy 1 dy

(a-b)) +a) (b-a)) (y+b)
Se realizan los siguientes cambios de variables:
u= (y+a) du=dy;v=y+ b;dv =dy

_ jdu 1 d_u
- (a—b) b-a)

Respuesta: — = 1 )ln(y +a)— = 1 )ln(y +b)+C
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81 — Resol f 5x24+6x+9 4
. esolver: (x—3)2(x+1)2 X

Solucion.-
Se descompone el denominador mediante 4 factores lineales:
B C D

(x—3)+(x—3)2-l_(x+1)+(x+1)2
5x2+6x+9=A(x—-3)(x+1)?+B(x+1)>+C(x
+ 1)(x —3)? + D(x — 3)?
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:

5x%2 4+ 6x+9 =

x=3 x=-1
72 = B(16) 8 = A(16)
2_pg 8 _4
16 16
B=2 A=:

2 2

=A(x—-3)(x+1D?+B(x+1D?+C(x +1)(x —3)> + D(x — 3)?
5x24+6x+9=(Ax —34)(x>+2x+ 1) + Bx? + 2Bx + B
+ (Cx + C)(x?> —6x +9) + Dx?> — 6Dx + 9D
Ax3 + 2Ax% + Ax — 3Ax? — 6Ax — 3A + Bx? + 2Bx + B + Cx3
— 6Cx*+9Cx + Cx?> — 6Cx + 9C + Dx? — 6Dx
+9D
A+C=0;, -A+B—-5C+D =5;,—-54+ 2B+ 3C — 6D = 6;
—-3A+B+9C+9D =9

1
= A+C=0,2+C=0,C= -

ON|

A+B—-5C+D=5 1+ +5+D 0; D 13
> — — =5 —-——4 -4 - =0 - —
22 2 ’ 2
A_1B_9C_ 1 13
2T 2t 2T 2
1
2

_ 2 g2 g [—Z__
__fx—de-i_f(x—S)zdx x+1dx f(x+1)2dx

_1f dx +9f dx 1f dx 13 dx
" 2)x=3 2)(x=-3)2 2)x+1 2 ) (x+1)2

Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=x—-3;du=dx; v=x+1;dv=dx
_1(du 9(du 1(dv 13 (dv

2u+2u22v2§

305



Calculo Integral

1 9 1
Respuesta: Eln(x -3)- 2 (x—3)"1- Eln(x +1)

13 1
+7 x+1)+C

x> —-5x+9

82. —Resolver: | ——
esoverfx2_5x+6 x

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales distintos:

B
-3 G-2)
x2—5x+9=A(x—2)+B(x—3)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:

x2—-5x+9=

x=2 x=3
x2—5x+9=B(x—3) x2—5x+9=A(x—2)
(22-512)+9=B(2-3) (3)%2-53)+9=4(3-2)
4—10+9=B(-1) 9—-15+9=A4(1)
3=-B 3=A
B=-3

dx dx

=3 -3
(x=3) (x=2)
Se realizan los siguientes cambios de variables:

u=x—-3;du=dx : v=x-—-2;dv=dx
du dv

=3|—-3[| ==
u v

Respuesta:3In(x —3)—3In(x—2)+C

2_8x+7 p
“3x—102""

83. —Resolver: J 2

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 5 factores
lineales:

B Cc D

-5 " x=52 x+2)  (x+2)7

x> —-8x+7=
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x2=8x+7=A(x—-5)((x+2)2+B(x+2)?+C(x+2)(x—5)?

+D (x — 5)2

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:

x=5 x=-2
x?—8x+7 = B(49)

x2—8x+7=D(49)

(5)2—8(5)+7=B(49)  (-2)2—8(=2)+7 =D (49)

25 — 40 + 7 = B(49)
—8=49B
8

B=-——
49

27
49

=4

4+4+16+7 =D (49)

x?2—8x+7=(Ax —54)(x?> + 4x + 4) + Bx? + 4Bx + 4B
+ (Cx + 2C)(x? — 10x + 25) + Dx? — 10Dx

+ 25D

x%2 —8x+7 = Ax3 + 4Ax? 4+ 4Ax — 54x% — 20Ax — 204 + Bx*> +
4Bx + 4B + Cx3® — 10Cx? + 25Cx — 2Cx%* — 20Cx + 50C + Dx? —

10Dx + 25D

(A+ C)x3,(—~A+B —12C + D)X?;(—=16A+ 4B + 5C —

10D)x; (—20A + 4B + 50C + 25D)

A+C=0

—A+B-12C+D=1

—16A+ 4B +5C — 10D = 8

—20A+ 4B +50C + 25D =7
27 165

C=—E;

165

27 dx f 27 dx
(x—5) 49 (x—S)2 49 (x+2)
Se reallzan los siguientes cambios de variables:
u=x-5du=dx : v=x+2;dv=dx

R ¢ 271 5] + 8( ! )
espuesta: 29 njx — 5| =5

165, 1
——ln|x+2| 49(—>+c

_f(x+2)2
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ds
(s—1D(s+2)(s+3)

84. —Resolver:

Solucion.-

Se descompone el denominador mediante 3 factores lineales distintos:
A B Cc

1

= + +

(s—1) (s+2) (s+3)
1=AG+2)(s+3)+B(s—1(+3)+C(s—1)(s+2)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

s=-2 s=1
1=B(s—1)(s+3) 1=A(s+2)(s+3)
1=B(-2-1)(-2+3) 1=A01+2)(1+3)
1=B(-3)(1) 1=A3)#4)
1=-3B 1=124

1 1
B=-3 A=—

s=-3;,1=C(s—1D(s+2); 1=C(-3-1)(-3+2);
1=C(-4)(-1); 1=4C; C =%
1

1 1 1
=_[(szl)ds_f(siZ)ds-l_.[(SiB)dS
17 d 10 ds 1( d
:Ef(s—sn_§f(s+52)+1f(s+s3)

1 1 1
Respuesta: Eln(s -1)— §In(s +2)+ Zln(s +3)+C

2x — 3
85. —Resolver: f = 3x 12 dx

Solucién.-
Se aplica el siguiente cambio de variable:
u=x*-3x+2;du=2x-3dx

du 1
=T Tate
R ta: 1 +C
espuestia: x2_3x+2
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2x% +41x — 91
dx
- Dx+3)(x—4)

86. — Resolver: f
(x

Solucion.-
Se descompone el denominador mediante 3 factores lineales distintos:
2x2 4+ 41x — 91 A B c

GC-DE+DNx—4) -1 x+3) =4

2x% +41x — 91
=Ax+3)(x—4)+Bx—1(x—4)+C(x
—1D(x+3)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

x=-3

2x?2+41x—91 = B(x — 1)(x — 4)

2(-3)2+41(-3)—-91=B(-3-1)(-3—4)

18 =123 —-91 = B(—4)(—7)

—-196 = —28B

-196

B = 25’ B=7

x=1

2x2+41x —91 = A(x + 3)(x — 4)

2(1)2+41(1)—91=41+3)(1—4)

24+41-91=A4)(-3)

—48 = —124

A="2.4=1

—-12
x=4
2x2+41x—-91 = C(x — 1)(x + 3)
2(4)2 + 41(4) — 91 = C(4 — 1)(4 + 3)
32+ 164 — 91 = C(3)(7)

105—21C'C—105'C—5
= C=—iC=

=f(xi1)+f(xi3)+f(xi4)

_4f dx +7f dx +5f dx
N x—1 x+3 x—4

Respuesta:4In(x— 1)+ 7In(x+3)+5Inx—4)+C
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B+x+1

87.— Resolver: f m

Solucion.-
Se descompone el denominador mediante 2 factores; 1 factor lineal y 1 facto
cuadratico:

A Bx +C

NEED)
x+x+1 =A(x +1) + (Bx + C)(x)
x3+x+1=Ax2+ A+ Bx?+Cx
x> +x+1=x?(A+B)+x(C)+ A
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
A+B=0 C= 1 A=1
1+B=0; B=
dx x dx dx
f fx2+1 f(x2+1)

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x%+1;du=2xdx

1 (du
=In(x) — Ef -t tan™1x

XB+x+1=

Respuesta: In(x) — %ln(x2 +1)+tan"x+C
5x3 +2

dx
—5x2 + 4x

88.—Resolver:f 3
X

Solucion.-
Se descompone la fraccién mediante algebra de fracciones:

5x3 4+ 2 — 5x3 + 25x% — 20x
_[ x3 —5x2 + 4x
25x2% — 20x + 2 25x% —20x + 2
=-[5dx+.[ x3 —5x2 + 4x dx=5x+_fx(x2—5x+4)
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores
lineales:

25x%2—-20x+2 A B C
—5x+J

+ 5dx

x(x—l)(x—4)=;+x—1+x—4

25x2 —20x +2=A(x — 1)(x — 4) + Bx(x —4) + Cx(x — 1)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:
x=0

25x2 —20x+2 = A(x —1)(x — 4)
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25(0)2 —20(0) + 2 = A(—1)(—4)
0-0+2=A4A4)

2 =44
A—2 A—1
)
x=1

25x2 —20x +2 = Bx(x —4)
25(1)2 —20(1)+2=B(1—4)
25—-20+2 =B(-3)

7=-3B
p=_l.p=_"
— 37773
x=4

25x%2 —20x+2 = Cx(x—1)
25(4)2 —20(4) +2=4C(4—-1)
400 — 80 + 2 = 4C(3)

322=12C
o 322 o 161
T 12’7 6
A_1.B_ 7_C_161
2’7 37 6
. dx 7-[ dx +161f dx
T X T3/ x=1""6 Jx—4
1 7 161

Respuesta: 5x + Elnlxl - §ln|x —1] +Tln|x —-4|+C
89. — Resol J 2

. : X

esolver x4_1

Solucién.-
Se descompone la fraccion mediante algebra de fracciones:

xt—x*+1
J ﬁ dx+fdx

Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores;

2 factores Iineales y 1 factor cuadratico:

d dx
f x+f G-Da+ D2+ 1)
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_ +f A 4 B N Cx+D
T -0 T D TRt
1=A+ D>+ 1) +Blx—1Dx*+ 1)+ (Cx +D)(x* - 1)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:

x=1
1=Ax+1Dx*2+1)
1=A4(2)(2)

1= A(4)

o 1
1=4A; A= 7
x=-1
1=Bkx-1Dx%*+1)
1=B(-2)(2)
1=B(-4)

1—43B—1
= ;B=—7

1=Ax+1D?*+ 1) +Blx—1Dx*+ 1)+ (Cx+D)(x* - 1)
1=Ax3+Ax + Ax> + A+ Bx3 + Bx — Bx> — B+ Cx3® —Cx

+Dx%*-D
A—B D—11+1 D=1; D= 1
T4 4 ST 2
A+B+C—01 1+C—OC—0
=073 =0:C =
A—lB— 1C—0D— 1
_41 - 4P - ] - 2

_ +1j‘dx 1f dx 1f dx
AT ) x=1 4 ) x+1 2)x2+1

= +11| 1] 11| + 1] 1t 1x+C
=X 4nx 4nx 2al’l X

R tax+ i — Yantx
espuesta: x Zn|x+1| Ztan " x
dy
90.—Resolver:J—2
yy+1)

Solucion.-
Se descompone el denominador mediante 2 factores; 1 factor lineal y 1 factor
cuadrético:
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A By+¢C
y  (y+1)2
1=A(+1*+ By +0O®»)
1=A0@%*+2y+1)+ (By+C)y
1=Ay%? +24y+A+By?+Cy
1=92(A+B)+y(2A+C)+A

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

A+B=0 2A+C=0 A=1
14B=0 2()+C=0
B=-1 2+C=0

C=-—

:fc;_y‘f(yfl)fzf@iyl)z

Se realizan los siguientes cambios de variables:
u=y+Ldu=dy;y=u—-1v=y+1,dv=dy

u—1 dv
:ln(y)—j 2 du — 2 o)

du du 5
zln(y)—j7+ E—Z.fv dv
=In(y)—In(y + 1) + f uldu+2(y+ 11!

=ln(y)-Iny+1D)-@F+D1+2y+ D)1 +C
=In(y)-In(y+D+@F+1D1+C

y 1
Respuesta: ln( ) + y +C

y+1 +1
x3 -1
91.—Resolver:f—dx
4x3 — x

Solucién.-
Se descompone la fraccic’m mediante algebra de fracciones:

3—1—x3 +
J fdx
x3 —
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Se descompone el denominador mediante 3 factores lineales:

_ fx 1 = A + B 4 C

)4 T T x 1 1
(x-2) @+

z 1—,4(2 1>+B(+1>+C( .

2 =Alx" -4 x\x+3 x(x 2)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

x=0

=
Il
N =

—
=
+

N =

—

|
[e<] IRN NeoRIEN|
Il
oo}
N~ R
/

I
[So]
N -
+
N =
~—

=)
I
|

=
I
|

1
2 2

O NIRAIQ

|
N =
N
—~

|

| =

|

|
—

o
| ol o®|w
| I

BlO O
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dm

92.— Resolver: | —/———
eso verfms_l_l

Solucion.-

Se aplica factorizacidn y se descompone el denominador mediante 2 factores;

1 factor lineal y 1 cuadratico:
f N Bm+C
(m+1) (mM?—-m+1)
1=4Am?>-m+1)+Bm+C)(m+1)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

m=-1
1=41+1+1)
1=34

1
4=3
1= Am?> —Am+A+Bm?+Bm+Cm+C
m?(A+B) =0 m(—A+B+C)=0 A+0)=1
A+B=0 c=3

1
B:_E
1

m+1 fmz—m+1

3
——l 1
n(m + )+fm2—m+1 _[mz—m+1

_11( +1) 1f m p +ZJ‘ dm
—3nm 3)m2—-m+1 m 3)m2—-m+1

11 (m+ 1) 1f m Z-f dm

= —In(m —_— —_— —_—
3 3/ m— 22+ 3 3/ m-p2 43
Se realiza el siguiente cambio de varlable.

1 1
u=m——;du=dm;u+5:m

2
1
11( 1) 1fu+§d +ZJ‘ du
:—nm _—— u — —_—
3 3 u2+% 3 u2+%
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— 2 1 1 du
_—n(m+ )—— E —u2+%
I (m—%)
3Ee V3
1
=—ln(m+1)+1( ! ) %tan‘1 —Z(nj/;?)
1
if - 2(\/;7) ve
Respuesta: %ln(m +1)
1
1 1 1 [(2(m—5
+g—<m_%>—\/—§tan 1 —(ﬁz) +C

dx
(x+1D(x%+x+1)2

93. —Resolver:

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores;
1 factor lineal y 2 factores cuadraticos:

A Bx +C Dx + E
x+1+(x2+x+1)+(x2+x+1)2
1=A(x?+x+1)?+Bx+O)(x+Dx?+x+1) +
Dx+E)(x+1)

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, C, Dy E:

1=

x=-1
1=4A1-1+1)
1=A4

1=A(*+2x3+3x?>+2x+1) + Bx* + 2Bx3® + 2Bx* + Bx +
+Cx3 +2Cx?+2Cx+C+Dx*>+Dx+Ex+E

1 = Ax* + 24ax3 + 3Ax% + 2Ax + A+ Bx* + 2Bx3 + 2Bx? +
Bx +Cx3+2Cx?>+2Cx+C+Dx*+Dx+Ex+E
x*(A+B)=0;B=-4;B=-1
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x3(2A+2B+C)=0;2-2+C=0;C=0
x?(3A+2B+2C+D)=0;3—-24+0+D=0;D=-1
x(2A+B+2C+D+E)=0
A+C+E=11+0+E=1E=0
A=1B=-1;C=0D=-1,E=0

_f dx f x dx J‘ x
) x+1 x2+x+1 (x2+x+1)?

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x>+x+Ldu=2x+1

1 1 dx
:1n|x+1|—§ln|u|—f +—1n|u|—f—

1\2 3 2 1, .3
= 2 X+35)+7
(x+2) +4 ( 2) 4
1 1
=ln|x+1|——ln|x2+x+1|—f +=In|x? +x + 1|
2 2,3 2
u +Z
f du
B 3
2 =
u +4
Se realiza el siguiente cambio de variable:
1
u=x+E;du:dx
=In|x + 1] + > T ‘12u+ x+2 +C
- 3v3 3 3G +x+1)
R ta: Injx + 1] + ——Tan 12X E1, *+?2
espuesta: In|x ——Tan
P 3V3 3 30Z+x+1)

+C

9x2 + 10x + 26 4
(2x+3)(x% +4) x

94, —Resolver: f

Solucion.-
Se descompone el denominador mediante 2 factores; 1 factor lineal y 1 factor
cuadratico:
A Bx +C
2x+3) @i+ D
9x% + 10x + 26 = A(x*> + 4) + (Bx + C)(2x + 3)
9x2 + 10x + 26 = Ax? + 4A + 2Bx? + 3Bx + 2Cx + 3C
9x% +10x + 26 = x2(A+2B) +x(3B + 2C) + 4A + 3C
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, By C:

9x% 4+ 10x + 26 =
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A+2B=9 (8)3B+2C=10 4A+3C=26
A=9—2p B)8B¥sC=-10 4(9 — 2B) + 3C = 26

24B+16C= 80
A=9-202) == 36 — 8B +3C = 26
A=9—4 c=2 -8B+3C=26-36
A=5 C=2 —8B +3C =-10
—8B+3(2) =—10; -8B+ 6 =—10; -8B = —10—6; B = __—186

B =2

_j 5 d +f2x+2d _5_[ dx +f2(x+1)d
T k13T 2 xa T 0+ 3 x2+4 ¥

_5j dx +2J‘x.dx +2f dx
B 2x +3 x2+4 x2+4

Se realizan los siguientes cambios de variables:

u=2x+3 du=2dx; v=x%>+4; dv=2xdx
5(du 2 (dv dx

=2)w Ttz oA f P

5 ) 1 X
Respuesta: Eln(Zx +3)+In(x?>+4)+ tan >t c

5x*+x3+9x2+3x—-9
x2+2)2(x-1)

95. —Resolver: J

Solucion.-
Se descompone el denominador mediante 3 factores; 2 factores cuadraticos y
1 factor lineal:
Ax + B Cx+D E
R MDA
=(Ax + B)(x? + 2)(x — 1) + (Cx + D)(x — 1) + E(x? + 2)?
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, C, D y E:

5x* 4+ x3+9x2+3x -9

x=1

5+1+9+3-9=E(1+2)?

9=94E=1

= (Ax?—Ax+Bx—B)(x*+2)+Cx?> —Cx+Dx—D + E(x* +
4x% + 4)

= Ax* 4+ 2Ax? — Ax® — 2Ax + Bx® + 2Bx — Bx* — 2B + Cx?
—Cx+Dx—D+ Ex*+4Ex? 4+ 4E
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x*(A+E)=5A+1=5A=4

x3(-A+B)=1, -4+B=1,B=5

x?(QA—B+C+4E)=9;8—5+C+4=9;C=2

x(=2A+2B—-C+D)=3

—2B—D+4E=-9; -10-D+4=-9;D=3
4x + 5 2x+ 3

=fx2+2dx+ 2 ha f(

Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x%+2du= 2xdx

f 4x d +5f dx
2+2" x2+2
+f 2 d+3f B G- 1)
aZ+22 " ) ezt Y
In(x — 1)

—Zf—+iztan 1—+f f((;zi—x+2)2+

5 x 1 V2 sec?(t)
= 2In(u +—tan‘1—+(——)+ln x—1 +3f— t
) V2 V2 u ( ) (v2sec(t))*
Respuesta: 2In(x% + 2)
5 R - 1
+ —tan

Z -
V2 V2T x2+2
3v2
+ln(x—1)+%_JCosztdt

X+ 3x +2x3+8x2+7x+ 4

(x + 2)2 dx

96. — Resolver: J

Solucién.-

Se descompone el denominador mediante 2 factores lineales repetidos:
B

2 ar 22

x5 +3x* +2x3+8x2+7x+4= A(x+2)+B

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados Ay B:

x=-2

—32+48—-16+32—-14+4=8B

B =22

x> +3x*+2x3+8x2+7x+4= Ax+24A+B

2A+B=4;2A= =22+ 4;2A=-18;A=-9

A
x> +3x*+2x3+8x2+7x+4 = oy
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= 9f + 22 f dx

B (x+2)2

Se realiza eI S|gU|ente cambio de variable:
u=x+2;du=dx

du 1
=-9 22]()2__911'“‘_22 +C

+C

Respuesta: —9(x + 2) — 22 x+2)

B +1
97.—Resolver: f X —4x 1+ 5)2 dx

Solucion.-

Se descompone el denominador mediante 2 factores cuadraticos repetidos:

Ax+ B Cx+D

“dx 15 (22 —4x +5)
x3+1=Ux+B)(x?—4x+5)+Cx+D
x3+1=Ax3—4Ax? + 5Ax + Bx* —4Bx + 5B+ Cx + D

Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, Cy D:

A=1; x>(—4A+B)=0; -4+ B = 0;B = 4;
x(5A—-4B+C)=0;5-16+C=0;C =11;
5B+D=1;20+D=1,D=-19

x+4 11x —19
=_[ —4x+5+ (x2 —4x +5)2
Se realiza el siguiente cambio de variable:
u=x*—4x+5du=2x—-4; x* —4x+4+1;(x-2)2+1

_1f 2x — 4
T 2) x2—4x+5
dx
o) =i
(x—2)Z2+1

+11f 2x+ 4 +3f dx

2 (xz—4x+5)2 (x2 —4x + 5)2
1 du+6j‘ du fdu+3fseC2tdt
“2) u u2+1 2 ) u? Sec %t

1 11 /1
= =In(u) + 6tan~1(u) — —(—) +3 f Cos*t dt
2 2 \u

3 _
X +1_x2
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1
Respuesta: Eln(x2 —4x+5)

+6 t.sm_l(x—Z)—11 1
2 x2—-4x+5
+3fCoszt dt
98.— R l f ds
.— Resolver: =
st—1

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 3 factores;
2 factores lineales y 1 factor cuadratico:

ds ds
f(sz+1)(sz—1) j(sz+1)(s+1)(s+1)
A B Cs+D
1_s+1+s—1+52+1
1=AG-1(?*+1)+B(s+1)(s>+1)+ (Cs+D)(s*> —1)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A, B, C y D:
s=-1

1
1=A4(-2)(2);1=—-44;A= ~1
s=1

1
1=B(2)(2);1=4B;B=

1=As—-A)(s?+1)+(Bs+B)(s?+1)+Cs3>—Cs+Ds>—-D
1=As3+ As — As? — A+ Bs® + Bs + Bs?> + B + Cs® — Cs + Ds?

-D
1 1
A+B+C=0;—Z+Z+C=0;C=0
A+B D—11+1 D=1 D= 1
T4 4 ST 2

_ 1f ds +1f ds 11‘ ds
T 4)s+1 4)s—1 2)s2+1

1 1 1
Respuesta: — Zln(s +1)+ Zln(s -1) - Etan_ls +C
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du

99, — Resolver: f R

Solucién.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales:
dt A B
;1= +
(u+a)(u—a) u+a u-—a
1=A(u—-a)+Bu+a)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A y B:
u=a

1
1=B(2a);B= —

(2a) T
u=-—-a

1
1=A(-2a);A= ——
(—2a) 2a

1 du +1 du
2a) u+a 2a)u-—a

1 1
= —Zln(u+a) +Zln(u—a)+C =

R ta: 1ln(u_a)+C
espuesta: > In{-——

du

100.—Resolver:fﬁ
a‘—u

Solucion.-
Se aplica factorizacion y se descompone el denominador mediante 2 factores
lineales:
dt A B
;1= +
(a+u)(a—u) atu a-u
1=A(a—u)+B(at+u)
Se encuentran los valores de los coeficientes indeterminados A 'y B:
u=a

1

1=B((2a);B = —

(2a) 2a
u=-a

1
1=A4Qa)A= —
(2a) 7a
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1 du 1 du 1 du 1 du

:E atu % a—u:% u+a 2a)u—a

1 1
=—In(u+a)——In(u—a)+C =
2a 2a

1 u+a
Respuesta: —ln( ) +C
2a \u-—a
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6.2EJERCICIOS PROPUESTOS DE
FRACCIONES PARCIALES

Utilizando la técnica de integracion de fracciones parciales,
resuelva las siguientes integrales:

dp
B3 +1

0
2'_f62+3(9+2 a8

3[ dy
S 2y+ 3y +1

d
e [
pc—1

5m?2+6m+9 4
m—32m+ 12"

1.-

5.

Respuestas a los ejercicios propuestos
1 _Lhp2 — L ran-1 |32
1: In|g + 1] = In|B2 — B + 1| + =Tan | - |+c

2:2In|0+ 2| —1Inl6+1|+C

4 1
3: g1n|,/3y +1+ 2| +§1n|2,/3y +1-1|+¢C

p—1

411
: np+1

2

|+c

1 9 1 13
5:§ln(m—3)—§(m—3)‘1 —Eln(m+1)+7(m+1)‘1 +C
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ABREVIATURAS
Abreviatura Significado
Sen Funcién trigonométrica seno
Cos Funcion trigonométrica coseno
Tan Funcion trigonométrica tangente
Cot Funcidn trigonométrica cotangente
Sec Funcion trigonométrica secante
Csc Funcion trigonométrica cosecante
R NUmeros reales
Et al Significa y otros. Se utiliza para hacer las

referencias bibliogréficas, cuando el nimero
de autores de algun documento sea mayor al
estipulado por la norma.
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APENDICE A

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

1+ tan’x = sec?x sen’x + cos’x =1
sen x
1+ cot?x = csc?x tanx =
CosXx
CosSXx 1
cotx = cotx =
sen x tanx
1
secx = cscx =
cos X senx

sen(x +y) = senxcosy + cosx seny
sen (x —y) = senxcosy — cosx seny
cos (x +y) = cos xcosy — senx seny
cos (x —y) = cos xcosy + senx seny

tan x+tan tan x—tan
tan(x +y) = _nrrAny. tan(x —y) = BeLlinies
1-tanxtany 1+tanxtany
2tanx
sen2x =2 senxcosx tan2x = >
1-tan? x

cos2x = cos?x —sen’x =1 — 2 sen’x = 2cos’x — 1
2senxcosy =sen(x+y)+sen(x —y)
2cosxcosy = cos(x +y) + cos(x — y)

2cosxseny =sen(x+y)—sen(x —y)
2senxseny = cos(x —y) —cos(x +y)
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APENDICE B

DERIVADAS
Dy x" =rx""1 D, sen x = cosx
D, cosx = —sen x D, tan x = sec® x
D, cotx = —csc? x D, secx = sec xtanx
1
D, csc x = —csc x cotx Dylnx ==
X
D, log, x = ! D,e* =¢e*
x a xIlna X
D,a* =a*Ina D sen~lx = —
X X 1—x2
-1 1
Dycos™lx = — D,tan"1x =
x V1-x? x 1+x2
D -1 !
secT X = —————
X
[x|Vx2 —1
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APENDICE C
INTEGRALES ESTANDAR

fudv =uv-— fvdu Integracion por partes
du
—=lhu+C
u
fe”duze”+C
au
fa“du:—+C
Ina
fsenudu: —cosu+C
cosudu= senu+C
sec’udu = tanu+C
csc’udu= —cotu+C
secutanu du = secu+C
cscucotudu = —cscu+C

tanu du = —In(cosu) +C

cotu du = In(senu) +C

—_— e —

fsecu du= In(secu+tanu) +C

jcscu du = —1In(cscu—cotu) +C
1 u
- = -1(_
f PP du = sen (a) +C
1 1 u
- = _ -1(_
_fa2+u2du 7 tan (a)+C

f 1 du = 1 l (u+a>+c
a? — u? u_Zanu—a
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