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Resumen

En simulaciéon numérica de yacimientos es importante conocer las variables que
gobiernan el flujo de fluidos como la presion y el flujo, los simuladores comercia-
les calculan estas variables con el método de las diferencias finitas, sin embargo
en comparacion entre el método de las diferencias finitas con el método de los
métodos finitos es la precision, este ltimo es mas preciso aunque requiere de
mayor capacidad computacional, el método de las diferencias finitas calcula
una constante en cada elemento, mientras que el método de los elementos fi-
nitos calcula las funciones de presion y flujo en cada elemento, reduciendo el
margen de error significativamente. La formulacién Primal mateméaticamente
es equivalente al funcionamiento de los simuladores convencionales porque re-
suelve la ecuacion de la presion para luego obtener la solucion del flujo por
postprocesamiento, mientras que la formulacién Mixta resuelve las ecuaciones
del flujo y de la presion simultanea e iterativamente en un sistema de ecua-
ciones; el objetivo de este estudio es comparar dichas formulaciones utilizando
la biblioteca de elementos finitos NeoPZ, con cuatro casos de estudio donde
la permeabilidad absoluta en cada caso es altamente heterogénea. La metodo-
logia se basa en un sistema de pasos secuenciales: i) crear mallas geométricas
usando gmsh, ii) convertirlas en mallas computacionales con algoritmos de
NeoPz, iii) resolver las ecuaciones de presion y de flujo, iv) comparar los re-
sultados. Con los resultados obtenidos se ha logrado identificar que el margen
de error entre las dos formulaciones varia entre el 6 % y el 40 % siendo la mas
precisa la formulacion mixta porque calcula las funciones de presion y flujo
simultaneamente.

Palabras clave: Presion; Flujo bifasico; Formulaciones; Métodos de simula-
cion, Yacimientos Petroliferos.

IX



Abstract

In numerical reservoir simulation it is important to know the variables that
govern the flow of fluids such as pressure and flow, commercial simulators cal-
culate these variables with the finite differences method, however in comparison
between the finite differences method with the The finite method method is
precision, the latter is more precise although it requires greater computational
capacity, the finite difference method calculates a constant in each element,
while the finite element method calculates the pressure and flow functions in
each element, reducing the margin of error significantly. The Primal formula-
tion mathematically is equivalent to the operation of conventional simulators
because it solves the pressure equation and then flow equation is obtained by
postprocessing , while the Mixed formulation solves the flow and pressure equa-
tions simultaneously and iteratively in a system of equations; The aim of this
study is to compare these formulations using the NeoPZ finite element library,
with four case studies where the absolute permeability in each case is highly
heterogeneous. The methodology is based on a system of sequential steps:
i) create geometric meshes using Gmsh, ii) convert them into computational
meshes with NeoPz algorithms, iii) solve the pressure and flow equations, iv)
compare the results. With the results obtained, it has been possible to identify
that the margin of error between the two formulations varies between 6 % and
40 %, the mixed formulation being the most accurate because it calculates the
pressure and flow functions simultaneously.

Keywords: Pressure; Two-phase flow; Formulations; Simulation methods; Pe-
troleum Reservoirs.
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Capitulo 1

Introduccion

La simulacion numérica de yacimientos es una herramienta que permite entre
otras cosas, calcular el volumen recuperable de petrileo y gas contenidos en los
yacimientos hidrocarburiferos, también ayuda a calcular presiones, caudales,
flujo, saturaciones para la planeacion de estrategias de produccion y recupe-
rar la mayor cantidad de hidrocarburos teniendo en cuenta propiedades del
yacimiento como presion inicial, saturaciones inicial de agua y petroleo, mo-
jabilidad, heterogeneidades de las rocas contenedoras de hidrocarburos como
porosidad y permeabilidad absoluta. Y propiedades de los fluidos como viscosi-
dad, permeabilidades relativas, movilidades. Para calcular el factor de recobro
final y la produccion acumulada de petroleo la simulacion de yacimientos se
basa en Leyes Fundamentales de la Fisica como la Ley de la Conservacion
de la Energia, Ley de la Conservacion de la Masa, Ley de Conservacion del
Momento, y en Leyes para el Flujo de Fluidos en Medios Porosos como la Ley
de Darcy. Cada una de estas leyes se establece por Fcuaciones Diferenciales
que al solucionarlas se puede predecir el comportamiento de los fluidos en los
yacimientos. Los simuladores comerciales utilizan el Método de las Diferencias
Finitas (MDF) para la solucion numérica de estas ecuaciones diferenciales,
mientras que en la actualidad las ecuaciones diferenciales se resuelven por el
Método de los FElementos Finitos (MEF), aunque existen otras alternativas
para resolverlas, con este método se obtiene la funcién de las ecuaciones dife-
renciales lo que vuelven a este método més eficiente y preciso. El método de
los elementos finitos utiliza las Aproximaciones de Galerkin para la soluciéon a
las ecuaciones diferenciales, razoén por la cual se dan las Funciones Base y los
Coeficientes Alpha se calculan para predecir el comportamiento de diferentes
propiedades y la interaccion roca-fluido. Tanto el método de las diferencias
finitas y como el método de los elementos finitos son técnicas numéricas para
resolver ecuaciones diferenciales parciales.

La formulacion Primal para el célculo de la velocidad de Darcy en elementos
finitos tiende a aumentar el margen de error porque primero se calcula la
presion y el flujo se obtiene por postprocesamiento, esto hace que los calculos
no sean precisos después de la simulaciéon, mientras que con la formulacion
Mixta se calcula la velocidad y la presion simultanea e iterativamente haciendo
que los calculos de la simulacion tengan mayor precision.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

Dos principales caracteristicas de los yacimientos hidrocarburiferos es la na-
turaleza de la roca y de los fluidos que esta contiene. Los yacimientos son
normalmente heterogéneos, sus propiedades dependen de la configuracion o
set de bloques del medio poroso (matriz).

La naturaleza de los fluidos que estan en los yacimientos de petroleo depende
principalmente del estado del recobro de petroleo, en estados tempranos, el
yacimiento contiene un fluido como gas o petroleo, en estos casos la presencia
de agua se puede despreciar. La presion en esta etapa es elevada asi que el fluido
se produce por expansion natural. Esta etapa se refiere como recuperacion
primaria, termina cuando ocurre un equilibrio entre la presion del yacimiento
y la atmosférica.

La recuperacion secundaria se da cuando se inyecta agua al yacimiento por
pozos inyectores, el agua desplaza al petroleo hacia pozos productores, en esta
etapa si la presion del yacimiento es mayor a la presion de burbuja de la fase
de petroleo, existe el flujo bifdsico e inmiscible, siendo una fase el agua y la
otra el petréleo, y sin transferencia de masa entre las fases.

Si la presion del yacimiento es menor a la presion de burbuja, entonces el
petroleo libera al gas asociado lo que conlleva a una fase liquida y una gaseosa
en equilibrio termodinamico, en este caso el flujo es de tipo de petroleo negro
(black oil), la fase acuosa no intercambia masa con las otras fases, pero entre
la fase liquida de petroleo y gaseosa existe el intercambio de masa. Cuando el
petroleo es pesado y viscoso, el agua tiene mayor movilidad, es decir el caudal
de agua se producira mayormente en los pozos de produccion.

La recuperacion terciaria o mejorada consiste en inyectar materia que no esta
presente en los yacimientos de petroleo, existen muchas técnicas de recupera-
cion mejorada de petroleo pero un objetivo principal es reducir la saturaciéon
residual de petroleo.

Esta tesis presenta cuatro capitulos: Capitulo 1 corresponde a la Introduccion
donde se describe de forma general los alcances de este proyecto. Capitulo 2 es
Rewvision Bibliogrdfica donde se explican las definiciones y ecuaciones utilizadas
para la simulacion de yacimientos. Capitulo 3 es Casos de estudio donde se
explican los cuatro casos planteados para la comparaciéon entre las formulacio-
nes Primal y Mixta, y el Capitulo 4 corresponde a las Conclusiones obtenidas
por este estudio comparativo.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

1.1. Antecedentes

= Las ecuaciones diferenciales que gobiernan el flujo multifasico en me-
dios porosos son muy complejas de resolver analiticamente, los sistemas
de ecuaciones diferenciales son resueltos numéricamente, esto involucra
subdividir el yacimiento en grillas o geometrias de una, dos o hasta tres
dimensiones (Peery & Herron, 1969).

= Para el calculo del flujo bifasico en simulaciéon de yacimientos la industria
del petroleo ha utilizado Software Comercial como IMEX de CMG que
calcula las ecuaciones diferenciales por el método de las diferencias finitas
(Hadziavdic, 2015).

= Un modelo fisico para describir los fenomenos de flujo en medios poro-
sos con la formulacion Presion Implicita-Saturacion Explicita (IMPES)
para flujo bifasico y trifasico, el cual resuelve la ecuacion de la presion
externamente se calcula la ecuacion de la saturacion, el resultado de la
saturacion se introduce en la ecuacion de la presion iterativamente hasta
llegar a la solucion (Redondo, 2017).

= Se ha desarrollado una aproximacion de Balance de Materia que se basa
en la Ley de Conservacion de la masa, esta aproximacion tiene en cuenta
la intrusion y el flujo de agua para el calculo de la saturacion de petréleo,
con este método se determina las distribuciones de los fluidos y la presion
puede ser calculada para cada saturacion (Batycky & Thiele, 2018).

= Romero en 2016 presenta formulaciones Primal y Dual para solucionar
el flujo de una manera més exacta y precisa, aplicando matematica a la
Simulacion Numérica de Yacimientos (Romero, 2016).

1.2. Planteamiento del Problema

La simulacién de yacimientos se basa principalmente en leyes fisicas y ecua-
ciones que gobiernan el comportamiento y la interaccion roca-fluidos como la
Conservacion de la Masa, Conservacion de la Energia, Ley de Darcy, ecuacion
de la presion y la ecuacion de la saturacion, estas leyes describen el flujo de flui-
dos a través de medios porosos (Rafiqul, et al. 2019). El problema es que gran
parte de los simuladores de yacimientos resuelven las ecuaciones diferenciales
con el método de las diferencias finitas (Islam, et al. 2016), resultando una
constante en cada elemento de la malla con alto rendimiento computacional,
pero con mayor error al calcular la presion y el flujo. Mientras que el método
de los elementos finitos resuelve las ecuaciones diferenciales y como resulta-
do se obtiene la funcién de la presion y el flujo en cada elemento haciendo
que el margen de error disminuya notablemente, sin embargo, el rendimiento
computacional es menor porque requiere de calculos complejos en cada uno
de los elementos (Chen, et al. 2006). Se propone solucionar el problema con
el método de los elementos finitos implementando la formulacion primal que
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resuelve la ecuacion de la presion y el resultado obtenido se postprocesa pa-
ra obtener el flujo, esto tiende a aumentar el error en los célculos de flujo y
presion, e implementando la Formulacion Mixta se calculan simultaneamente
la ecuacion del flujo y la ecuacion de la presion en un sistema de ecuaciones
(Romero, 2016).

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Implementar una Formulacion Primal y una Mixta usando la biblioteca de
elementos finitos Neopz para flujo bifasico en medios porosos bidimensionales.

1.3.2. Objetivos Especificos

= Aplicar la Ley de la Conservacion de la Masa y la Ley de Darcy para la
prediccion del comportamiento de los fluidos en el yacimiento.

= Asumir que los fluidos son inmiscibles.

= Calcular la presion como funcion del flujo en yacimientos bidimensionales
y heterogéneos.

1.4. Justificacion

Un simulador de yacimientos es una herramienta que nos permite saber el
comportamiento de los fluidos a través del medio poroso principalmente para
maximizar el factor de recobro y para la toma de decisiones. Los simulado-
res resuelven ecuaciones diferenciales que describen los procesos fisicos en los
yacimientos principalmente la presion, el transporte de fluidos, la saturacion,
la velocidad de Darcy, estos describen los procesos de flujo en medios porosos
(Lie, 2019). Mientras que los simuladores convencionales utilizan el método de
las diferencias finitas, el método de los voltimenes finitos o métodos combina-
dos, el método de las diferencias finitas es el método mas viejo para soluciones
numéricas de ecuaciones diferenciales y fue implementado por Euler (Had-
ziavdic, 2015). El método de los elementos finitos aplicado a la simulaciéon
de yacimientos no ha sido ampliamente utilizado, este método calcula por las
aproximaciones de Galerkin (Duran, 2017), que soluciona las funciones base y
los coeficientes Alpha para conocer las variables en cada elemento en la ma-
lla de simulacion, resolviendo asi las ecuaciones diferenciales que describen los
procesos fisicos activos en los yacimientos.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 5

1.5. Alcance de la Propuesta

El proposito de este proyecto es implementar las formulaciones Primal y Mix-
ta teniendo en cuenta los diferentes procesos fisicos que ocurren en un yaci-
miento de petréleo, modelamiento bidimensional de flujo bifasico a través de
medios porosos utilizando el método de los elementos finitos, comparar las for-
mulaciones anteriormente mencionadas, identificar cual es la mas precisa, sin
considerar los efectos de la presion capilar.

1.6. Hipoétesis

Las formulaciones Primal y Mixta se podrian implementar para la simulacién
numérica de yacimientos de petréoleo para yacimientos heterogéneos aumenta
el tiempo computacional, la estabilidad y la consistencia con el método de
los Elementos Finitos. La biblioteca NeoPz funciona apropiadamente para la
simulacion numérica de yacimientos porque soluciona problemas de estabilidad,
consistencia y reduce el tiempo de procesamiento. Las ecuaciones diferenciales
de presion y saturacion estan relacionadas para dar soluciones en simulaciéon
numérica de yacimientos.

1.7. Variables

Las principales variables en simulacién numérica de yacimientos son la preci-
sion de los resultados, teniendo en cuenta los procesos directos o indirectos que
se han utilizado en el método de los elementos finitos, geometrias complejas,
refinacion de mallas, las condiciones de contorno. También propiedades del ya-
cimiento como el volumen, la heterogeneidad, la energia inicial, la porosidad y
la distribucion de las saturaciones.



Capitulo 2

Revision Bibliografica

2.1. Ecuaciones Diferenciales para el Flujo de
Fluidos

Los modelos en simulacién de yacimientos pueden ser fisicos como de laborato-
rio a escala como los que tienen algunas universidades o las companias petro-
leras, o modelos mateméticos. Un modelo matematico de un sistema fisico es
un set de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) con apropiadas condiciones
de contorno (Breitenbach et al, 1968), estas describen los procesos fisicos que
ocurren en los yacimientos de petroleo. Estos procesos son basicamente flujo
de fluidos y transferencia de masa. En tres fases inmiscibles (agua, petréleo y
gas) el flujo se da simultaneamente, mientras que la transferencia de masa sélo
puede darse entre las fases petroleo y gas. Otros fenémenos como la gravedad,
la capilaridad, y las fuerzas viscosas juegan un rol importante en los procesos
de flujo de fluidos. Las ecuaciones modelo deben tener en cuenta todas esas
fuerzas y también las descripciones arbitrarias del yacimiento con respecto a
su heterogeneidad y geometria.

Las ecuaciones diferenciales son obtenidas combinando la Ley de Darcy para
cada fase con un diferencial simple de la ecuacién de Balance de Materia.
Al usar las ecuaciones diferenciales para la predicciéon del comportamiento de
un yacimiento, es necesario resolverlas teniendo en cuenta las condiciones de
contorno. Fn el mas simple de los casos involucra yacimientos homogéneos con
condiciones regulares como contornos circulares, las soluciones para estos casos
pueden ser obtenidas por métodos clasicos de fisica-matematica.

Los métodos numéricos con computadores de tltima tecnologia obtienen solu-
ciones rapidamente de situaciones y yacimientos complejos. Entonces un mode-
lo numérico de un yacimiento es un programa de computadora que usa métodos
numéricos para obtener soluciones aproximadas del modelo matemético.

2.1.1. Medio poroso

Matematicamente, un medio poroso es un conjunto del Fspacio Fuclidiano que
tiene una, dos o tres dimensiones (Chen, 2006). Fisicamente un medio poroso es
un cuerpo compuesto por una parte sélida conocida como matriz y un espacio



CAPITULO 2. REVISION BIBLIOGRAFICA 7

vacio llamado espacio poroso, este puede estar saturado de gas, petrdleo y agua
(Villegas, 2016). En la figura 2.1.1 se puede observar un medio poroso saturado
inicialmente sin saturacion, posteriormente saturado con agua y con petroleo.

|:| Medio poroso ‘:, Agua |:, Petréleo

Figura 2.1.1: Medio poroso saturado con fluidos. (Bastian, 1999)

2.2. Ley de Darcy

Darcy en 1855, propuso matematicamente la descripcion del flujo del agua
en medios porosos, su ecuaciéon ha sido modificada para describir el flujo de
uno o de miltiples fluidos en una dimension, dos y tres dimensiones (Slattery,
1963). Henry D’Arcy, ingeniero francés que con experimentacion descubrio que
el caudal de agua inyectado era proporcional al gradiente de presiéon a través
de medios porosos (Ewing, 1983).

2.2.1. Flujo Monofasico

La Ley de Darcy para flujo monofésico en un yacimiento lineal con un caudal
@), longitud L y una seccién transversal A, se da por la siguiente ecuacion:

Q= KTA (%) (2.2.1)

donde Ap es la caida de presion del yacimiento, u es la viscosidad del fluido,
K es la permeabilidad absoluta del medio. Para el flujo en una direccion, la
ecuacion de Darcy se puede escribir de la siguiente forma:

Q_ K (op
=—==——|= 2.2.2
YT w o\ Ox ( )
donde v = % es la velocidad del flujo, g—g es el gradiente de presion en la

direccion x. El simbolo negativo indica que la presion declina en direccion del
flujo. Diferencialmente la Ley de Darcy también se puede escribir para tres
dimensiones (x,y,z).
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La anterior ecuacion no toma en cuenta la gravedad, sin embargo se ha modi-
ficado para incluir este efecto asi:

K D
Vp = —— (@ - pga—) (2.2.3)

donde p es la densidad del fluido y g es la aceleracion dada por la gravedad,
0D es un diferencial dado por la profundidad.

2.2.1.1. Flujo unidimensional monofasico y compresible

En derivacion de una ecuacion diferencial para el flujo en una dimension, se
ha incluido el area de seccidon transversal A, la profundidad D como funciones
de una variable de espacio z. Se incluye un término para inyecciéon de un
fluido, ¢, que equivale al caudal mésico de inyeccién por unidad de volumen
de yacimiento. Finalmente, se reconoce la densidad del fluido cambiara como
funcion del tiempo.

Considerando la Ley de Conservaciéon de la Masa en un yacimiento lineal como
se muestra en la siguiente figura. Este yacimiento tiene una longitud Az, el area
de seccion transversal izquierda A(z), el lado derecho tiene una area A(z+Ax).
El caudal de fluido que ingresa al yacimiento por el lado izquierdo se da por:

p(z)wy(z).A(x) = (Apvy), (2.2.4)

El caudal de salida de flujo por el lado derecho es:

p(z+ Ax)w, (x4 Az) Az + Az) = (Apvs) . ps (2.2.5)

El volumen del yacimiento es AAz, A indica el valor promedio de A entre z
y r+Az. Entonces el caudal masico del fluido inyectado en el yacimiento es:
JAAz.

La masa contenida en el yacimiento es ¢pAAz, entonces el caudal de acumu-
lacién de masa en el yacimiento es:

9 (

AAzx (2.2.6)

vy (X) vy (x+Ax)
— >

«— X+ Ax —

Figura 2.2.1: Yacimiento bidimensional, flujo en una direccion.
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Como la masa debe ser conservada, se tiene que:

Qentra — Qsale + Qinyectado = Qacumulado

Entonces:

_ _0(dp
(Apvy) = (Apvy), . a, + TADT = A E;i’) )

Ax (2.2.7)

dividiendo para Az da:

Apv, — (Apv, _ 0 (op
_Apv)pine = (Ape)y 2 4 (¢p)
Ax ot
tomando en cuenta que Az tiende a cero y el concepto de derivada parte de

limite tenemos:

of L [+ Ax) + f(2)
%(x)_ig% Az

vy que A — A(x), p — p(x), entonces:

9 (Apv,) _ 4 9(¢p)
- T + Aq = A—at (2.2.8)

2.2.1.2. Flujo bidimensional-monofasico y compresible

En flujo de dos dimensiones (z, y), se encuentra la variacion del espesor del
yacimiento, H = H (z,y). Consideramos ahora el balance de masa en un yaci-
miento pequeno (Kufahl & Greenkorn, 1968). La figura 2.2.2 tiene una longitud
Az y una altura Ay.

vy (X', y +4y) \

v, (%,7") ——» Ly v, (x+ Ax,y")

N\
1 \ vy (x',y)

(x,y +Ay)

(xy) +Axy)

Figura 2.2.2: Yacimiento tridimensional, flujo en dos direcciones.

El centro del yacimiento estaria localizado en 2’ = = + %Ax vy =y+ %Ay.
El area transversal izquierda H (x,y’).Ay. Entonces el caudal de flujo masico
que entra en el yacimiento esta dado por:
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p(@.y) o,y )l (2,9)) Dy = Ay (Hpva),,
Similarmente, el fluido que sale del yacimiento por el area transversal dere-
cha a un caudal de: Ay(Hpvx)HAX,y,, el fluido que entra por la parte frontal
a un caudal de: Ay(Hpvy)x,y y sale por la cara posterior a un caudal de:
Az(Hpvy), s ay-

Como el volumen del yacimiento es H.Az.Ay, el caudal de inyecciéon de fluido
inyectado al yacimiento es: gHAyAz, y el caudal de acumulacion de masa es:

0 (¢p)
ot

Teniendo en cuenta que la Masa se conserva se obtiene:

HAzAy

Ay (Hpu,),  + A (Hpvy), | = [Ay (Hpva), sy + A0 (Hpvy)y

9 (9p)
ot
Sin embargo, si se divide entre AxAy y asuvez Ax — 0y Ay — 0, se calcula

que:

+ [(jﬁ AIAy} =H

AzAy

O(Hpv,) 0(Hpv,) . . 09(¢p)
_ ax — ay + Hq = —at (229)

La ecuacion 2.2.9 representa el flujo de un fluido que recorre a un yacimiento
en dos dimensiones tanto por la longitud y la altura del yacimiento.

2.2.1.3. Flujo tridimensional-monofasico y compresible

Consideramos ahora el balance de masa en la siguiente figura 2.2.3, con una
longitud Az, altura Ay, y espesor Az. El centro de este yacimiento esta ubicado
en: I7:I+%A$; v =y+ %Ay; 2 =z4 %Az. El area transversal izquierda es:
AyAz, entonces el caudal de fluido que ingresa al yacimiento por esta area es:

p(z,y, 2w (2, 2') « AyAz = AyAz (pv,)

v
z,y ,z

El fluido sale por el area derecha tendra un caudal de: AyAz (pv2),, Ay s -
El fluido entra por el 4rea frontal tendra un caudal de: AzAz (pvy)x,%z,.

El fluido que sale por el drea posterior tendra un caudal de: AxAz (pvy)x,7y+Ay’Z,.
El fluido ingresa por el area del fondo tendra un caudal de:AzAy (pvz)x,’y,z.
Cuando sale por el area posterior del yacimiento tendré un caudal de:

AzAzy (pv-)

El volumen del yacimiento es: AnAyAz entonces el caudal de inyeccién ma-
sico serd: qAxAyAz.
Y el caudal de acumulacién de masa en este yacimiento es:
9 (¢0)
——AxAyAz
ot Y

z' Yy z+Az *
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vy (%y7,2") T L v, (x+ Ax,y',27)
X Az

. |

«— Ax —

(xy)

Figura 2.2.3: Yacimiento tridimensional, flujo en tres direcciones.

Sustituyendo las anteriores ecuaciones de caudal en la ecuacion de Balance de
Materia y dividiendo para AzAyAz, teniendo en cuenta que AzAyAz tienden
a cero, se obtiene:

9(pvs) O(pvy) 9(pvz) = O(dp)

_Gx_ﬁy_8z+q_8t

La ecuacion 2.2.10 describe la direccion del flujo en tres dimensiones, la varia-
cion de la velocidad y de la densidad del fluido dado por su compresibilidad
teniendo en cuenta que la masa se ha conservado.

(2.2.10)

2.2.2. Operadores diferenciales

Dado que u,, u, y u,son componentes de un vector 7, la divergencia de este
vector escrita V.ﬁ, es un operador diferencial de este vector dado que:

Ou,  Ou, Ou,
Vi = ox + dy + 0z

Otro operador diferencial es el gradiente que es un vector formado de las deri-
vadas de una funcién escalar. Si u es una funciéon escalar, el gradiente escrito
como Vu, entonces en los componentes X, y, z serfa du/0x, du/dy y Ou/0z
respectivamente. Por lo tanto Op/0x, Op/dy y Op/0z son componentes de Vp.
Y 0D/0z, 0D /0y y 0D/0z son componentes de VD. Por lo tanto se puede
reescribir la ecuaciéon de Darcy de la siguiente forma:

v = —% (Vp — pgV D) (2.2.11)

2.2.3. Ley Generalizada de Darcy para Flujo Monofésico

Para describir la ecuacion diferencial para el flujo en una, dos o tres dimensio-
nes, en este trabajo se definird una funcion de factor geométrico, «, asi:
Flujo en una dimension: a (x,y, z) = A (x)

Flujo en dos dimensiones: a (x,y, z) = H(z,y)

Flujo en tres dimensiones: « (z,y, 2) = I(z,y, z)
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Entonces las ecuaciones para flujo en una, dos o tres dimensiones se puede
escribir de la siguiente forma:

_(op) _0(apy) _dlapr) . 0(dp)
ox Jy 0z tag=a

Se reconoce que en la ecuacion de flujo unidimensional v, y v, son cero, mien-
tras que en la ecuaciéon de flujo bidimensional v, es cero. Teniendo en cuenta
que a y p son funciones escalares, entonces 0 (apv,), 0 (apv,) y 0 (apv,) son
componentes del vector (ap?), usando el concepto de divergencia la ecuaciéon
2.2.12 puede escribirse de la siguiente forma:

(2.2.12)

9 (¢p)
ot

Sustituyendo la ecuacion 2.2.11 en la anterior ecuacion, se obtiene la ecuacion
generalizada para flujo monofésico:

—V.(ap¥)+ag=a (2.2.13)

apK 0
v. | 222 (Vp—pgVD)| +aq= Ozm (2.2.14)
1 ot
Para especificar las condiciones de contorno es necesario especificar la porosi-
dad y una ecuacion de estado para el fluido, son relaciones entre la porosidad,

la densidad y la presion:

¢p=0¢(p),p=r(p)

Asi se obtiene toda la informacioén necesaria para resolver el problema.

2.2.3.1. Condiciones de contorno

En simulacion numérica de yacimientos, una condicién de contorno usada es
cuando un yacimiento conecta con alguna curva cerrada C en la cual no hay
flujo, la inyeccion de fluido y la produccion toman lugar en pozos cuales pueden
ser representados por puntos (Hales, 2006), en este caso estrictamente se debe
representar sin flujo como condicién de contorno que requiere el componente
normal del vector o y la curva C sea cero. Entonces el interés del problema esta
en el interior del yacimiento. Por esta razon es necesario representar el contorno
curvado como lo muestra la siguiente figura. El yacimiento esta dentro de un
rectangulo, y las funciones K y ¢ son cero fuera de la curva C. Numéricamente
no se puede representar un pozo como un punto, donde ¢ es cero en cualquier
parte a excepcion de los pozos, e infinito en la ubicacion de los pozos, por lo
tanto se llegard a una aproximacion.

Donde Q es el caudal masico de inyecciéon en el pozo, V es el volumen de un
paralelepipedo en el centro del pozo, entonces:

q=Q/V

Y por fuera del paralelepipedo, q es cero. Por cuanto como se dividira la region
computada en una malla con un espacio Ax para una dimensién, Ax y Ay para
dos dimensiones, Ax, Ay y Az para tres dimensiones; por lo tanto:
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= Para una dimension V = AAzx.
= Para dos dimensiones V' = HAzAy.
= Para tres dimensiones V = IAzAyAz.

Existen casos donde hay flujo como condiciéon de contorno, una estrategia para
simplificar el problema es usar pozos ficticios en el contorno o cerca de este
con condiciones de ) y P en cada pozo, esto fisicamente puede ser adecuado
vy matematicamente satisface las ecuaciones.

2.2.3.2. Casos especiales para flujo monofasico

En algunas ecuaciones se utilizan simplificaciones para resolver el problema
analiticamente, mientras que no son adecuadas para resolverlo numéricamente
por simuladores de yacimientos, sin embargo sirven para entender los métodos
numéricos utilizados en los simuladores.

La simplificacion inicial es asumir que los efectos de la gravedad son desprecia-
bles, es decir: VD = 0, y ¢ = 0, entonces la ecuacion 2.2.14 puede ser reescrita
a:

apK _ 90
v.( . p)— 5 (2.2.15)

2.2.3.3. Liquido ideal de compresibilidad constante

La compresibilidad de un fluido se define como el cambio en el volumen del
fluido dado por la presion aplicada sobre dicho fluido (Al-Marhoun, 2014), por:

_ldp

pdp
Para un liquido ideal con compresibilidad constante es decir viscosidad cons-
tante, los campos de integracion son:

¢ (2.2.16)

p = plep=po)l (2.2.17)

donde p, es la densidad a la presion de referencia, p,, esta ecuacion de estado
se aplica bien a casi todos los liquidos, sin embargo estos pueden tener grandes
cantidades de gas disuelto, teniendo en cuenta esto de la ecuacion 2.2.16:

d
pdp = L
C
1
pVp = EVp

Sustituyendo este concepto en la ecuacion 2.2.15 resulta:

alk_ \ _ 9(¢p)
V. (7Vp> =a—p
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Si el medio poroso es homogéneo, entonces o, K y ¢ son uniformes a lo largo
del yacimiento, por lo tanto se obtiene:

o Qucdp
— 2.2.1
Vi =" (2.2.18)

2.2.3.4. Liquidos ligeramente compresibles

En estos casos la ecuacion 2.2.18 se obtiene en términos de presion:

co
Vip = stﬁé' a]Z (2.2.19)

Con técnicas analiticas como las Transformadas de Laplace, son usadas para
encontrar la soluciéon de la ecuacién de conduccion del calor para simular la
eficiencia del yacimiento, la ecuacion 2.2.19 es usada mucho mas que la ecua-
cion 2.2.18, es importante para reconocer la importancia de que se asume que
la compresibilidad es pequena. Para demostrar esto, se reescribe la ecuacion
2.2.16 como dp = cpdp y se obtiene:

8p 8p

5= Py (2.2.20)
y que:

8p dp

Ao =g (2.2.21)

Derivando la anterior ecuacién con respecto a X, obtenemos:

Pp_ O Opdp O (Op i
52 = 5 T rae = P TP\ 5

La anterior expresion se mantiene para 90°p/dy* y 90*p/9z?, por lo tanto:

<%>2 N (2_5)2 n (%)1 (2.2.22)

Sustituyendo la ecuacion 2.2.22 y 2.2.20 en la ecuaciéon 2.2.18, y dividiendo
para cp, resulta:

_ op\° | (9p\°  [(Op\?| _ oucop
VQp—c[(a—x) + <8_y) - (E) ] i (2.2.23)

Para que la ecuacién 2.2.19 sea una buena aproximacién para la ecuacion
2.2.23, es necesario que:

(32) + (3 () =< (32) + (B (3]

Por lo tanto se demuestra que el valor de la compresibilidad ¢ es muy pequeno.

V2p = cpVip+ c?p
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2.2.3.5. Gas ideal

Un gas se define como un fluido homogéneo de baja viscosidad y densidad,
que posee un volumen indefinido (Ahmed, 2015), en el caso de flujo de gas
ideal a través de un medio poroso, podemos ignorar los efectos gravitacionales,
entonces la ecuacion de estado es:

M

P = ﬁp

Donde M es el peso molecular, R es la constante del gas, y T es la temperatura
absoluta, sustituyendo la anterior ecuaciéon en la ecuacion 2.2.15 se obtiene:

V. (%pr) _ 2190

(2.2.24)

ot

Sia, K, ¢y ulas volvemos a considerar como constantes, la anterior ecuaciéon
se puede escribir de la forma simple:

2 2 o (9]92
== 2.2.2
Vip Kp 0t (2.2.25)

Mientras que la ecuacion 2.2.25 es no linear, es muy similar a la ecuacion 2.2.19.

2.2.3.6. Flujo incompresible

Los flujos incompresibles, ya sea de gases o liquidos, son flujos donde los cam-
bios de densidad en el fluido no son una parte importante de la fisica (Panton,
2013).

Esta es una importante categoria del flujo monofasico, es el problema del flu-
jo incompresible, con p y ¢ como constantes, entonces reemplazando en la
ecuacion 2.2.13 resulta:

K
V. {0‘7 (Vp — ngD)] + % =0 (2.2.26)

Para reducir términos es conveniente definir un potencial ® como:

®=p—pgD
Entonces operando en la ecuaciéon 2.2.26 se simplifica a:
K
V. (O‘—vqs) + X0
M P

Para el caso de yacimientos homogéneos saturado con fluido de viscosidad
constante, esto se simplifica a la ecuacion de Poisson:
qi
Vo4 —— =0
Kp
Y en casos donde la condiciéon de contorno es cero, es decir donde no entra
caudal de flujo masico al yacimiento:



CAPITULO 2. REVISION BIBLIOGRAFICA 16

V2P =0

Para suficientes condiciones de contorno, los resultados de la teoria de po-
tencial pueden ser aplicados a problemas simples de simulacién numérica de
yacimientos.

2.2.4. Flujo Bifasico

En simulacién de yacimientos con el modelado del desplazamiento de fluidos
en un medio poroso saturado por petréleo y gas o agua, mientras que fluido
desplazante puede ser inmiscible con el fluido desplazado (Hewett & Behrens,
1993). El desplazamiento ideal seria tipo piston, sin embargo el proceso no es
de tipo piston con la superficie de dos fluidos.

Considerando el flujo simultdneo se asume que no se transfiere masa entre
los dos fluidos, uno de los fluidos moja al medio poroso més que el otro, se
considera a este fluido como la fase mojante m, y al otro como la fase no
mojante n. En un sistema agua-petréleo el agua es el fluido de fase mojante,
en un sistema petroleo-gas el petroleo es el fluido de fase mojante.

Muchos otros conceptos se han introducido para entender el flujo bifasico como
la saturacion, la presion capilar, y las permeabilidades relativas. La saturacion
de una fase se define como la fraccion del volumen de dicha fase que contiene el
medio poroso entre el volumen del medio poroso. Si dos fluidos estan contenidos
en el medio poroso, entonces:

S+ Sp =1 (2.2.27)

Debido a la tension superficial y a la curvatura de las interfaces entre los dos
fluidos en los poros de la roca, la presion en el fluido no mojante es mayor a la
del fluido mojante. La diferencia entre esas presiones es la presion capilar, p..

De forma empirica se obtuvo que la presion capilar es una funcién de la satu-
racion:

Pn = Pm = Pe (Sm) (2.2.29)

La permeabilidad relativa describe la facilidad que tiene un o varios fluidos
para fluir en un medio poroso, en la siguiente imagen se puede apreciar las
curvas tipicas de las permeabilidades relativas del petréleo y del agua.
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Figura 2.2.4: Curva tipica de permeabilidades relativas.

La permeabilidad relativa del agua representa la curva azul y la otra curva es
la permeabilidad relativa del petréleo, ambas como funcién de la saturacion
del agua descrito por un modelo cuadratico: k., = S2 y k., = (1 — Si)z.

2.2.4.1. Ley de Darcy

La Ley de Darcy se extiende para flujo multifasico postulando que las presiones
de cada fase estan relacionadas con cada fluido a fluir (Pavone, 1990), por lo
tanto se puede escribir de la siguiente forma:

K,

Ty = ——2(Vpn — pugVD) (2.2.30)
K,

T == (VD — pmgV D) (2.2.31)

Donde ¥, y Um son velocidades superficiales para los fluidos no mojante y
mojante respectivamente, (, y i, son sus respectivas viscosidades, y p, v
Pm son sus respectivas densidades. K,, y K,,son las permeabilidades efectivas
para el flujo de los dos fluidos. Como el flujo es simultdneo causa que el flu-
jo de un fluido interfiera con el flujo del otro fluido. Estas permeabilidades
deben ser menores o equivalentes a la permeabilidad del medio, entonces las
permeabilidades relativas se definen por:

<1 (2.2.32)

<1 (2.2.33)

Las permeabilidades relativas empiricamente son funciones de la saturacion
de la fase mojante (Xu et al., 2014), las curvas tipicas de las permeabilidades
relativas son mostradas en la figura anterior.
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Por tanto, se puede escribir la ecuacion de Darcy usando las permeabilidades
relativas:

Kk,y,

Uy =— (Vpn — pugV D) (2.2.34)
Kk

V= —— (VU — pmgV D) (2.2.35)

2.2.4.2. Comnservacion de cada fase

Si consideramos derivar las ecuaciones de Balance de Masa para que esta se
conserve (Ojo & Osisanya, 2006), y aplicando ecuaciones diferenciales a la
ecuacion 2.2.7 para cada fase, para obtener el término de acumulacién que la
cantidad de masa de cada fase en un volumen diferencial es el producto del
volumen del elemento diferencial, la porosidad, la densidad de la fase y su
saturacion. Entonces los caudales de acumulacion son:

] Dimension \ Fase No mojante \ Fase Mojante ‘
1D A2onEn) A g A GomSm) gy
2D H%AxAy HWAﬁAy
3D I—a((b’ggs'”) AxAyAz I—a(qbpg;s’”) AxAyAz

Tabla 2.1: Caudales de acumulacion de fases no mojante y mojante

Sin embargo, se puede expandir la ecuacién de continuidad 2.2.13, asi para los
fluidos no mojante y mojante:

— V. (apa Un) + ag, = a% (2.2.36)
9 (¢pmSm)

o (2.2.37)

— V. (oz,omﬁm) +ag, =«

2.2.5. Ecuaciones diferenciales para flujo bifasico

La combinacion de las ecuaciones 2.2.34 y 2.2.36, se obtiene un set de ecuacio-
nes diferenciales parciales que describen el flujo bifésico:

V. [ap— (Vpn, — pngVD)] + ag, = &M (2.2.38)
L ot
Kk
V. |:O-/an—Mn (Vpm, — pmgVD)] + g, = a% (2.2.39)

Estas ecuaciones son extremadamente generales para su aplicabilidad, incluyen
los efectos de compresibilidad, presion capilar, y permeabilidades relativas, asi
como variaciones con la posicion de la permeabilidad absoluta y la porosidad.
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2.2.6. Ecuaciones diferenciales alternativas para flujo bi-
fasico

Las ecuaciones 2.2.38 y 2.2.39 se asemejan a la ecuacion de conduccion del

calor:

9 1 [0Ou
=—-| = 2.24
Viu=1\a (22.40)

Por lo tanto, se podria esperar que los problemas de flujo bifasico sean de
naturaleza parabolica. No necesariamente es asi pero puede demostrarse exa-
minando detalladamente un par alternativo de ecuaciones diferenciales equiva-
lentes a la ecuacion 2.2.39. Lo primero es una ecuaciéon de presion que describe
como varia la presion con respecto al tiempo y a la posicion, lo segundo es una
ecuacion de saturacion que describe la saturacion con respecto al tiempo y a
la posicién.

2.2.6.1. Ecuacioén diferencial de la presiéon

Se deriva la ecuacion diferencial de la presion es para el tiempo de las deriva-
das de la saturaciéon, por tanto se expande el tiempo de las derivadas de las
ecuaciones 2.2.38 y 2.2.39, y se obtiene:

B 0¢ dpy apn oS,
V. (apn7n) + ag, = « [pn "o + ¢S, — b = + dpn T } (2.2.41)
0 dpu, Opm, OSm
— V. (apmﬁm) +ag, =« {pmSm ¢ + ¢S dp gt + épm o } (2.2.42)

Se divide la ecuacion 2.2.41 entre ap, y la ecuacion 2.2.41 entre ap,, vy resulta:

. (J)) V. (apnTa) - (a;) V. (apn T ) + Q1

_ 99
ot

Opm

0pn

Q= (Z—:) + (Z—:) (2.2.44)

es el caudal volumétrico de inyeccién total, y:

+ GSmCm (2.2.43)

donde:

1 dp, 1 dp,,
cg= — .. _ 2P (2.2.45)
Pn dpy, Pm AP,

son compresibilidades de las fases, analogicamente a la compresibilidad de
flujo monofasico mencionado anteriormente. Las derivadas de tiempo de la
saturacion se han eliminado en la ecuaciéon 2.2.43.
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Una presion promedio se puede definir por:

Pprom = M (2.2.46)

Las presiones de las fases pueden ser representadas en términos de presion
promedio y de presion capilar, asi:

1 1

Pn = Pprom T §pc;pm = Pprom — §pc (2247)

En adicion se define las movilidades de las fases, \,y A.:

A= Kkpn/ pin; A = Kk / fim, (2.2.48)

Entonces se reemplaza en las ecuaciones 2.2.36 en la ecuacion 2.2.43 y reorde-
nando resulta la ecuacion final de la presion:

KOJ%) Ve (@pndn) + (%) v. (O‘PmAm)} V Dprom+

[ ( 1 ) e (ap) — (L) v. (apmAm)] Vpe+ Qi

200, 2app,
o d¢ approm (Sncn - Smcm) apc
+g [( ! ) V. (api)\n) + (L> V. (apzn)\m)l VD (2.2.49)
Qpn AP

2.2.6.2. Caracterizaciéon de la ecuacién diferencial de la presién

En la ecuacion 2.2.49 se puede ignorar términos como la variacion del momento
apn Y apy, con la posicion, también la presion capilar por ser casi relativamente
despreciable, entonces esta ecuaciéon se simplifica a:

8]9 'prom
ot

V' ()\n + Am) varom + Qt ~ ¢Ct (2250)

donde c;es la compresibilidad total, definida por:

c = <1) ( d9 > + (Snen + Smem) (2.2.51)

¢/ \ dPprom
Los efectos de la compresibilidad no pueden ser ignorados en los célculos de
ingenieria de yacimientos, agregando que cualquier simulador de yacimientos
debe ser capaz de resolver problemas adecuadamente para flujo multifasico de
fluidos compresibles e incompresibles.
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2.2.6.3. Velocidad total para el caso de fluido incompresible

Para este caso ¢, p, ¥ pm se consideran constantes, entonces la ecuacion 2.2.43
se reduce a:

«

- G) Vol@Unp+aT,)+ Q=0

entonces se define la velocidad total como:

Ve = Uy, + Uy (2.2.52)

por lo tanto:

V.(aT,) = aQy (2.2.53)

La simplicidad de esta ecuacion indica indica el rol fundamental que juega la
velocidad total en el flujo bifasico.
2.2.6.4. Ecuacidn diferencial de la saturaciéon

De la ecuacion diferencial de la presion se puede obtener la ecuacion diferencial
de la saturacion, se obtiene la velocidad de la fase mojante en términos de la
velocidad total, se obtiene:

vPc = an - va

Vo=~ (VDo = pngVD); Vo = =M (VP — pmgV D)

La combinaciéon de esas ecuaciones y reordenando:

A A Ve = A T 4 A T + Ao A (P — pm) gV.D

Usando la definiciéon de la ecuacion 2.2.52 se elimina v,, y resulta:

An+ M) T = A0 + Aad [VDe + (0 — pn) gV D) (2.2.54)
se define las siguientes funciones de flujo fraccional con respecto a la saturacion:
Am

mw=— 2.2.

P W (225
An/\m dpc

= 2.2.

fom A+ A dSi, (2:2.:56)

En la siguiente figura se presenta una curva tipica de f,, vs S,,, el signo negativo
incluye la definicion de h,, para mantenerlo positivo, desde p. es una funcién
decreciente de S,,, por tanto la ecuaciéon 2.2.54 da:

U = fn Ut — hinVSm 4 A Sfin (o — pn) gVD (2.2.57)

y la ecuaciéon 2.2.39 puede ser escrita en la siguiente forma final de la ecuacion
de la saturacion:
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Ve (pmhmVSm) = Ve (apmfm) [Te + A (P — pu) gV D)

0 (9pmSm)
ot

Se puede simplificar la anterior ecuacion asumiendo que el fluido es incompre-
sible, que la porosidad y las densidades de los fluidos son constantes, resulta:

+ agn, = « (2.2.58)

V. (ahmVSy) — Ve(ofn 01) — Ve (@G VD) + (Z—M) = agb% (2.2.59)

donde:

G = fm/\n (pm - pn) g (2'2'60)

es otra funcion de la saturacion, el segundo término de la anterior ecuacion es
definida por dos vectores, por lo tanto se puede escribir:

dfm
Vi, =—-V 2.2.61

Si se considera que no entra masa al yacimiento por los contornos, es decir el
flujo es cero, entonces ¢, = (Q; = 0 entonces la ecuacion 2.2.53 resulta:
V.(a?,) =0 (2.2.62)

por lo tanto la ecuacion 2.2.59 se reduce a:

1 dfm _ 0S5n 1
(&) V. (ahyVSy) — E?t.vsm = ¢+ (&) V. (oG, VD) (2.2.63)

2.2.6.5. Ecuacion de difusion-conduccion

La anterior ecuacioén puede considerarse como variacion no lineal de la ecuacion
de difusién-conduccion:

DV - V.VC = (b% (2.2.64)

que gobierna el desplazamiento multidimensional miscible, donde ® es difusi-
vidad y C es concentracion, el primer término de esta ecuacién se comporta
como la conduccién del calor, el término central representa cuando la difu-
sibn es pequena es decir la conveccion, si domina se aproxima a la ecuaciéon
hiperbdlica de primer orden:

—T.VC = qﬁ% (2.2.65)

El caracter de primer orden de la ecuaciéon 2.2.65 puede entenderse mas facil
expandiendo el término de la izquierda:
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oC oC oC oC
"V~ Ty Ve

Esta ecuacion describe la conveccion en un sistema multidimensional.

(2.2.66)

2.2.7. Teoria de Buckley-Leverett

Volviendo a la ecuacion 2.2.63 tiene naturaleza parabolica o hiperboélica, depen-
diendo de la importancia del término de la presiéon capilar relativo al término
de conveccion. Cuando los efectos de la presion capilar dominan h,, es grande y
esta ecuacion se comportaria como un problema paraboélico, cuando el término
de la presion capilar es pequeno o despreciable y las velocidades son grandes
entonces se aproxima a una ecuacion de primer orden no linear hiperbolica:

_ Y
ds.,

Se escribe con subindices w porque generalmente la fase mojante es el agua
(w), por lo tanto la ecuacion 2.2.67 es una funcion de la saturacion del agua.

VY8, = d)% + (1) V. (aG,VD) (2.2.67)

«

2.2.7.1. Caso unidimensional

De interés particular es el caso de desplazamiento lineal en un tubo delgado
uniforme inclinado en el eje horizontal en la direcciéon x con un angulo oy,
entonces:

D
VD = (?)_x = —sin (aq)
por tanto la ecuacion 2.2.67 se reduce a:
dfy ~0S, 0S, . dG.,, 05,
_ dSwvm 5 o 5% s1nozd—d5w P (2.2.68)

entonces la ecuacion 2.2.62 simplifica en:

avtm -
A(2) =0

esto implica que vyes constante, bajo esta sustitucion de las ecuaciones 2.2.60
y 2.2.68 se reordenan en:

dF, 05, 0S8y,
R (2.2.69)
donde:
A, i
Fo = fu [1 — (U—> (pw — pn) gsinay (2.2.70)
tx

es la fraccion del flujo de fluidos cual es la fase mojante.
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Fw

Figura 2.2.5: Curva tipica del flujo fraccional, F,.

Como se puede apreciar en la figura 2.2.5 el flujo fraccional es una funcion
principalmente de la saturacién del agua, sin embargo también es funcion de
la densidad de los fluidos y de la gravedad, como se describe en la ecuacion
2.2.70.

El caudal de avance de un punto de saturacién constante puede ser calculado

usando la relacion:
dr) _ 05, (95,)”
dt )¢~ Ot \ Ox

Usando la ecuacion 2.2.69 para eliminar 0.5,,/0t de esta ecuacion, se obtiene:

dx Vs A,
— = —— 2.2.71
(dt)sw ¢ dSy, ( )

La anterior ecuacion fue derivada por Buckley y Leverett en 1942, y puede
ser utilizada para resolver directamente para la saturacién como una funciéon
de posicion y tiempo (Chang & Yortsos, 1992), posteriormente la Ecuacion de
Buckey-Leverett ha tomado el significado de una ecuaciéon de saturaciéon que
involucra la velocidad total, entonces las ecuaciones 2.2.63 y 2.2.67 son formas
de la ecuacién de Buckley-Leverett para casos multidimensionales.

Para un yacimiento lineal de longitud 100 metros, con area transversal de 100
metros cuadrados, con porosidad constante del 20 %, se inyecta agua desde un
pozo inyector hacia un pozo productor para desplazar el petroleo, la grafica de
saturacion versus longitud quedaria asi:
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Figura 2.2.6: Perfil de saturacion vs desplazamiento.

La figura 2.2.6 muestra como avanza el flujo de agua seria el area bajo la curva
desde el pozo inyector ubicado en 0 metros hacia el pozo productor ubicado en
100 metros, indica la teoria de desplazamiento inmiscible de Buckley-Leverett
v que esta no se comporta como un piston ideal. Se puede deducir de la ima-
gen que el agua inyectada esta siendo producida por el pozo productor, es
decir paso el tiempo de la ruptura, también que la saturacion en el frente es
aproximadamente 3.7.

2.2.7.2. Caso radial

Este caso es una extension de la teoria de Desplazamiento de Buckley y Leve-
rett, para esto se necesita usar coordenadas cilindricas, conociendo que el area
de un cilindro es 27r? y reemplazando en la ecuaciéon de continuidad para el
caso del agua: —V. () = 2 (¢S,).

Sabiendo que W, = 7w/A = fw7t/A entonces:

7tv (f_w)+85w:0

2mr2 "\ r ot
Operando se obtiene la funcion de frente de saturacion con respecto al volumen

poroso de un yacimiento radial y al volumen de agua inyectado (Machado,
2011):

/
T’f:+ T‘%U‘i‘ fwf
™

qt

donde 7y es la saturacion en el frente, 7, es el radio del pozo considerando el
tamatio del yacimiento r, tiende a cero, f, es funcion del flujo fraccional, gt
es el volumen de agua inyectado en un determinado tiempo, la expresion whe
representa el volumen poroso en un yacimiento radial.
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produccion de
petréleo

Inyeccion
de agua

Te

(a) Plano r, 6. (b) Plano r, z.

Figura 2.2.7: Caso radial. (Villegas, 2016)

En la anterior figura la zona azul representa el yacimiento radial inicialmente
saturado con petroéleo al cual se le inyecta agua desde la zona roja, para este
caso se presentan dos perspectivas, la superior (a) y la frontal (b), se puede
observar inyeccion de agua en el contorno del yacimiento radial y en el centro
un pozo productor que inicialmente producird petroéleo.

2.2.8. Flujo Trifasico

Se considera flujo simultaneo de tres fluidos inmiscibles a través de un medio
poroso, especificamente los fluidos son gas (g), petroleo (o) y agua (w), se
asume que no se transfiere masa entre los tres fluidos, el desarrollo de las
ecuaciones diferenciales para tres fases es paralelo que con dos fases, por lo
tanto:

Sy+ S+ Suw=1 (2.2.72)

Se pueden definir dos presiones capilares independientes:
pcow :po_pw;pcgo :pg _po (2273)

2.2.8.1. Ecuacién de Darcy

Esta ecuacién se escribe en forma usual para cada fase:

Kk,
Ty=-— p * (Vpg = pegVD) (2.2.74)
g
Kkro
70 == (vpo - ,009VD)
Kk
Ty, = (Vpw = pugV D)

w
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2.2.8.2. Comnservacién de cada fase

— V. (ap,7,) + ag, = a% (2.2.75)
—V.(ap, Vo) + g, = a%
Ve (0pa T ) + g = 0P

2.2.9. Ecuaciones diferenciales

Para este caso las derivadas de tiempo pueden ser eliminadas para obtener
una ecuacion de presion, se puede definir una velocidad total que es la suma
de las velocidades de las tres fases, sin embargo, en vez de usar una ecuacién
de saturacion, se obtienen dos ecuaciones simultaneas de saturacién.

Kk,
V. {M (Vpy — ,oggVD)} + agy = QM (2.2.76)
g ot
K
. {M (Vo — pogV D)} + ag, — o2 (@P050)
Lo ot
w K Ky wOw
V. {Oépu— (VD — pwgVD)} + aqy = aa(gzﬁg—tS)

2.2.9.1. Flujo con cambio de fase - Modelo Composicional

En este caso se considera donde existe N componentes quimicos, cualquiera de
estos puede existir en una o en todas las fases. Cjzes la fraccion de masa de los
ith componentes en la fase del gas, Cj, es la fraccion masica de los ith com-
ponentes en la fase del petroleo y C;es la fraccion masica de los componentes
ith en la fase del agua. No se involucra la transferencia de hidrocarburos entre
la fase del gas y del petroleo, también permite que otros componentes puedan
disolverse en el agua (Acs et al., 1985).

Balance de componentes

Practicamente ya no se puede decir que la masa de cada fase se conserva porque
existe la posibilidad de transferencia de componentes entre las fases, por tanto
se observa que la masa total de cada componente debe ser conservada. Como las
densidades del flujo mésico para cada fase son: pg7g, poﬁoy pw7w, entonces
la densidad del flujo mésico para el componente ith debe ser:

Cigpgﬁg + Ciop070 + Oiwpw7w (2277)

La masa del componente ¢ por unidad del volumen poroso de un yacimiento
es:
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¢ (CigpgSg + CiopoSo + CinwpuSu) (2.2.78)

Adicionalmente se denota ¢; como el caudal méasico de inyeccion del componen-
te 7 por unidad de volumen, entonces para cada componente, se puede escribir
la ecuacién de conservacion asi:

—V. [Oé (Oigpgﬁg + Ciopa7o + Oiwpw7w>] + Qg

0
= a& [0 (CigpgSg + CiopoSo + CiwpuwSw)] (2.2.79)

Ley de Darcy

La ley de Darcy escrita para un sistema de ecuaciones para las tres fases
(ecuaciones 2.2.74), se mantiene si se sustituye en la ecuacion 2.2.79, se ha
utilizado G para describir la ecuacion de Darcy para el gas, O para la ecuaciéon
de Darcy para el petrdleo y W para la ecuacion de Darcy del agua, y reducir
la ecuaciéon a:

CKCZ‘ Kkr
G = TigleZ e (Vpg — pggVD)
Hg
acio oKk'ro
0= Z— (Vpo — pogV D)
aCiw karw
W= Z— (Vpw — pugV D)

0
V.[G+O+W]+aq = aa [0 (CigpgSy + CiopoSo + CipuwSw)]  (2.2.80)

Relaciones auxiliares

Si existen N ecuaciones diferenciales, estas se numeran en la siguiente tabla,
y en total son 3N + 15.

’ Variables \ Ntmero
Ci
Ci
G
Pg; Pos Pw
Sgs S0, Sw
Pg> Pos Pw

Hgy Hos P
krga krm krw
Total 3N+15

w wlw wl w|=Z==

Tabla 2.2: Variables dependientes
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Para determinar la solucién a este sistema, se necesitard SN-+15 relaciones, di-
ferenciales, funcionales o algebraicas independientes. También a las ecuaciones
diferenciales, se tiene las siguientes relaciones algebraicas:

Sy+ 8o+ Sy =1

Ademés, en cada fase las fracciones masicas deben sumar 1.

zN: Cig :XN: Cio ZXN: Ciw = 1 (2281)

Densidades y viscosidades son funciones de las presiones de las fases y de los
componentes:

Pg = fl (pg7 Ozg) yPo = f2 (poa Cio) s Pw = f3 (pwa Czw) (2282)

Hg = f4 (p97 ng) s Mo = f5 (pm Oz ) s M = f6 (pw, Olw) (2283)

Las permeabilidades relativas son funciones de saturacién:

krg = f? (Sg7Soa Sw) ; kro = f8 (Sg,sm Sw) ) krw = f9 (Sg,Soa Sw) ) (2284)

Solo hay dos relaciones independientes de la presion capilar:

Pg — Do = pcgo (Sg; So; Sw)

Po — Pw = Pcow (Sg,SO,Sw) (2285)

Finalmente, por cada par de fases, hay una distribucion que es constante pa-
ra cada componente, la distribuciéon constante serd una funcién de presion,
temperatura y composicion, entonces:

Ci
O‘ = Kz’go <T7pg7p07 Cig7 iO) ;
Ci
C‘g = Kigw (T7 pg7pw7 Cig7 Czw) ;
C; K;
o _ g, = Bigu 2.2.86
Ci Kigo ( )

Sin embargo, la tercera ecuacion es dependiente de las dos primeras, por lo
tanto hay relaciones 2N para el equilibrio de la fase. La siguiente tabla resume
el nimero de relaciones, se puede observar que hay tantas relaciones como
variables dependientes:
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’ Relacion ‘ Ecuaciones ‘ Ntmero
Ecuaciones diferenciales parciales 2.2.80 N
> S 2.2.72 1
> C; 2.2.81 3
p 2.2.82 3
L 2.2.83 3
k, 2.2.84 3
Capilaridad 2.2.85 2
Equilibrio de fase 2.2.86 2N
Total 3N+15

Tabla 2.3: Listado de relaciones

2.2.9.2. Modelo Black-0il
Sistema de hidrocarburos, dos componentes, simplificado

Mientras que el modelo composicional es extremadamente complejo para resol-
ver, este modelo es necesario para sistemas de petroleo volatiles. Sin embargo
para bajas volatilidades en los sistemas petroleros que consiste principalmente
en metano y en componentes pesados, un modelo simplificado "black-oil" o
modelo de dos componentes describe el equilibrio de hidrocarburos puede ser
usado, utilizando informacion desde una prueba convencional de vaporizacién
diferencial sobre la muestra de petroleo del yacimiento (Schindler, 2007).

En este modelo simplificado se asume que no se transfiere la masa entre la
fase acuosa y las otras dos fases. En el sistema de hidrocarburos, so6lo dos
componentes son considerados, el componente petrdleo es el liquido residual
obtenido después de la prueba de vaporizacién a condiciones atmosféricas, el
componente gas es el fluido remanente.

Considere una muestra de un yacimiento de petréleo que contiene Wy en peso
del componente petroleo y W del componente gas, tiene pog es la densidad del
componente petréleo y pgsdel componente gas, ambos medidos a condiciones
estandar. La solubilidad del gas Rg,se define como el volumen de gas disuelto a
una presion dada y una temperatura de yacimiento en una unidad de volumen
de barriles de petroéleo, que es:

V.
R (p,T) = =22 (2.2.87)
Vos
desde:
W,
Vg = —2 (2.2.88)
PGs
y:
Vs — YO (2.2.89)
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entonces:

W [oF]
R, = GP
Wopas

Ahora, el volumen de la fase petroleo a temperatura del yacimiento y presion
no es Vpg, pero es algo mas grande, desde que el gas disuelto causa expansion
de los hidrocarburos liquidos. La formaciéon del factor volumétrico del petro-
leo B, se define como la relacion del volumen del petréleo y su gas disuelto
a condiciones de yacimiento, al volumen del componente petroleo medido a
condiciones estandar, por tanto:

(2.2.90)

Vo(p, T
B, (p. 1) = L2 T) (2.2.91)
Vos
Pero:
B, — We+Ws) (2.2.92)
Po
Combinando las ecuaciones 2.2.89, 2.2.91 y 2.2.92 da:
Wea + W,
B, = We =+ Wa) pos (2.2.93)
WOpo

Ahora, se puede determinar la fraccion maésica de los dos componentes en la
fase del petroleo, desde las ecuaciones 2.2.90 y 2.2.93, resulta:

Wea Rsopas
oy — — 92.9.94
O Wo+Wa)  Bopo (22.94)

y desde la ecuacion 2.2.93 se obtiene:

oo Wo _ Pos
0, = =

(Wo +Wg)  Bopo
El factor volumétrico de formacioén de gas B, es la relacion del volumen del

gas libre medido a condiciones de yacimiento, entre el volumen del mismo gas
a condiciones estandar, entonces:

(2.2.95)

Vy(p,T)
Vas

Dado que W, = W es el peso del gas libre. Pues V, = Wg/p, v Vas =
Wea/pas, se tiene:

By (p,T) = (2.2.96)

B, = £es (2.2.97)
Pg

Finalmente, por consistencia se define el factor volumétrico de formacion del
agua B,de la misma forma:

B, =S (2.2.98)
Puw
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Ecuaciones diferenciales para el modelo Black-Qil

Para usar las ecuaciones diferenciales anteriormente obtenidas del modelo com-
posicional, se necesita definir las fracciones masicas Cy4, Cip v Ciyp, dado que la
fase gaseosa tiene todos los componentes gaseosos, se tiene:

ng = 1;009 = O;ng =0
Similarmente, la fase acuosa es toda el agua, entonces:

CGw - 07 Cva - 070Ww =1
Para la fase de petroleo se ha obtenido Cg, v Co, de las ecuaciones 2.2.94 y
2.2.95, para agregar:
Cwo =0

Sustituyendo esas fracciones masicas en la ecuacion 2.2.80, para el componente
gas (i=G):

a/pgKkrg aRsopGSpoKkro
V.|———=(Vp, — p,gV D) + Vo — pogV D
P (7, jgvD) + Sl )
0 RsopGSpoSo
+ agg = Oéa |:¢ (pgSg + Tpo (2299)

Para el componente petroleo (i=0):

V. |i05pOSpoKk'7‘o

B + — OSO
OpO,LLO o

2.2.1
ot Bopo) (2:2.100)

Y para el componente del agua (i=W):

ka’/‘w
V. [aﬂ_
Lo
De las ecuaciones 2.2.97 y 2.2.98 se tiene:

0
(Vpw — pwgVD)} + ag, = an (PpwSw) (2.2.101)

PGs
— =2 2.2.102
pg Bg ( )
PwWs
w = —— 2.2.103
=g ( )

Agregando las ecuaciones 2.2.94 y 2.2.95 y notando que Cg, + Cp, = 1, se
obtiene:

(RsopGS + POS)
B,
Sustituyendo para esas densidades en las ecuaciones 2.2.99, 2.2.100 y 2.2.101,
dividiendo respectivamente por pas, pos V pws se obtiene la ecuacion diferen-

cial para el componente del gas:

Po = (2.2.104)
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aKk, aRsopoKkyo aqc
V. Y (Vpy — pagV D —l——Vpo—pogVD]—l——
[ Bypig (Vo =y ) Bopio ( ) Pas
0 Sy RsoS,
=a— =+ —— 2.2.105
(3 %50)] (2:2:10)
Para el componente del petroleo:
CYK]{?TO aqo 0 ngo
V. Vo — pogV D — =a— 2.2.106
[Bolto (VPo = pog )]+Pos a3t<Bo ( )
Y para el componente del agua:
aKky, aqw 0 (PSy
V. Vpw — pwgV D —=a—= | — 2.2.107
S (T = pugVD)| + 21— 0 (D (2:2.107

Las anteriores ecuaciones no representan Balance de Masa, en cambio describen
Balances de Volimenes a condiciones estandar.

2.3. Meétodo de los Elementos Finitos

El Método de los Elementos Finitos (MEF) es un método numérico para resol-
ver las ecuaciones diferenciales en cada elemento de una malla de simulacién,
MEF tiene ciertas ventajas como condiciones generales de contorno, geometrias
complejas, propiedades de los materiales variables, heterogeneidades, este mé-
todo lo introdujo Courant en 1943 (Stein, 2014), en los anos 1950 a 1970 fue
desarrollado por matematicos e ingenieros como un método general para las
soluciones numeéricas de ecuaciones diferenciales parciales. Algunas ventajas
adicionales por la aplicacion de este método a la simulacion numérica de ya-
cimientos como en la refinacion de celdas, en pozos horizontales y desviados,
técnicas corner point, simulaciéon de fallas y fracturas, y en alta precision en
las soluciones de las ecuaciones diferenciales.

e (2

'
fe — |
o~ a, 0., 0.
'
oQp
20 a, o, o, a,
7 QES m ﬂgﬁ QET ‘” e ‘/ag I

Figura 2.3.1: Division del dominio en elementos finitos. (Villegas, 2016)
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Este método divide una region en elementos finitos proceso conocido como dis-
cretizacion, entonces reconecta los elementos con nodos, estos nodos mantienen
a los elementos juntos, este proceso resulta en un set de ecuaciones algebraicas
simultaneas. Se usan funciones de interpolacion para interpolar las variables
sobre los elementos, generalmente se utilizan polinomios para funciones de in-
terpolacion. Calcula las propiedades de los elementos para esto se establecen
ecuaciones matriciales en cada elemento finito que relaciona los valores de los
nodos de la propiedad desconocida con otros parametros. Al final este método
ensambla todas las ecuaciones de los elementos para encontrar la ecuacion glo-
bal del sistema, resuelve el sistema de ecuaciones globales con métodos directos
o iterativos. Finalmente se computan los resultados para calcular parametros
adicionales (Nikishkov, 2004).

En fisica e ingenieria muchos fenémenos pueden ser explicados por ecuaciones
diferenciales y por condiciones de contorno.

‘ Fen6menos ‘ Ecuaciéon ‘

Problemas elasticos
Problemas térmicos
Problemas de flujo de fluidos
Problemas electrostaticos

Ecuacion diferencial: L (¢) + f =0

Condiciones de contorno: B (¢) + g =0

Tabla 2.4: Problemas de fisica e ingenieria con ecuacion diferencial.

Aplicando el método de los elementos finitos para solucionar un problema
se obtiene un set de ecuaciones algebraicas simultaneas que son dificiles de
resolver analiticamente (Cook et al., 2001).

Cuando MEF es usado para una solucién de problemas estaticos, se obtiene
un set de ecuaciones lineales de la forma:

KX=F (2.3.1)

Donde K es la matriz de rigidez de una estructura, X es el vector de despla-
zamiento y F' es el vector de carga.

| Fenémeno | Propiedad[K] | Comportamiento {X} | Accion {F} |
Elasticidad Rigidez Desplazamiento Fuerza
Conduccion Conductividad Temperatura Fuente de calor
Fluidez Viscosidad Velocidad Presion
Electrostatico | Permitividad dieléctrica Potencial eléctrico Carga

Tabla 2.5: Fenémenos fisicos con su vector de rigidez y vector de carga.
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Como se puede observar en la tabla 2.5 los datos de entrada son la matriz
de rigidez y el vector de carga son datos de entrada, lo que se calcula con el
método de los elementos finitos es el comportamiento para los problemas de
ingenieria.

La ecuacion 2.3.1 puede ser representada en forma escalar como:

knﬂ?l -+ klgl'g —+ knl'n = f1 (232)

Donde los coeficientes k;; y las constantes f; estan dadas, el problema es en-
contrar los valores de z;, si estos existen, en la forma matricial:

ki ki . kg T fi
K=" Mox =7V F = ﬁ (2.3.3)
nrn N nxl : nxl N

]{an ]{an ]{Zn Tn fn

Note que en MEF el orden de la matriz de rigidez K es grande.

Los métodos disponibles para resolver los sistemas de ecuaciones lineales se
pueden dividir en dos tipos: directo o iterativo; Los métodos directos dan la
solucion exacta en un numero finito de operaciones aritméticas. El método
fundamental usado para soluciones directas es la eliminacién Gaussiana, sin
embargo existen varios métodos cuales varian en la eficiencia computacional y
la precision.

Los métodos directos comienzan con una aproximacion inicial que aplican un
algoritmo seleccionado adecuadamente, dirigen con éxito a mejores aproxima-
ciones, cuando el proceso converge se puede obtener una soluciéon con buena
aproximacion, la exactitud y la tasa de convergencia de los métodos iterati-
vos varian con el algoritmo seleccionado, las principales ventajas del método
iterativo son la simplicidad y uniformidad de las operaciones a ser realizadas
reduciendo el error (Barkanov, 2001).

Malla
Datos Malla Geométrica =3 | [ 3

Elementos geométricos Elementos computacionales

!

Matriz de Rigidez

4
Vector de carga

Flujo,
presion y
saturacion

h Postprocesamiento

Figura 2.3.2: Proceso de simulaciéon con MEF.
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En la figura 2.3.2 se puede observar el proceso de simulacion con el Método de
los Elementos Finitos, consiste en tener datos de un yacimiento para generar
una malla geométrica, esta se subdivide en n elementos geométricos finitos,
el simulador convierte la malla geométrica en una malla computacional con el
fin de realizar los célculos respectivos de la matriz de rigidez y el vector de
carga. En andlisis se ensamblan la matriz de rigidez y el vector de carga sobre
la malla computacional y se obtiene una matriz global, por postprocesamiento
se conocen los resultados del comportamiento de flujo, presién y saturaciéon
para el caso de flujo de fluidos en medios porosos.

2.3.1. Aplicacién del Método de los Elementos Finitos en
Flujo de Fluidos Medios Porosos

Sabemos que la ecuacién que gobierna al flujo es:

V =—KVP (2.3.4)

Asumiendo que la roca es incompresible, el fluido es incompresible y que la
saturacion es constante, entonces:

0
V. (p?}) = E <¢poso) =0

Considerando que el yacimiento es isotropico, y reemplazando da:

V.(—=KVP)=0

La permeabilidad es constante por lo tanto:

—~KV.(VP) =0

Resulta en:

V.(VP) =0

Calculando resulta en el Laplaciano de P:

V2P =0

La ecuacién diferencial de la presion P quedaria:

P’ =0 (2.3.5)

condiciones de contorno:

Integrando:

/d;_f (2) =0
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Con el concepto de integracion por partes, du = d*P/dx?;v = ¢ (z):

2P
/d“:/w

,_dP
dw
Y con v = ¢ (x):
u=¢ ()
do
dy = =
YT e
Aplicando el concepto de integracion por partes: (du) (v) = u*xv — [ v (du)
Reemplazando:
d*P dP dP d¢ (x)
[Grrom=ow G - [
Entonces:
AP
T :Z a;¢; (x)
Reemplazando:

J(@)(E)-n -

La primera parte de la ecuacion es K es decir la matriz de rigidez, la segunda
parte es el vector de carga F evaluado en las condiciones de contorno.
La solucion resulta:

(F655 TA5Y () p(0) = v v

El comportamiento en este caso de la presion P (z) seria el vector de despla-
zamiento.

2.3.2. Método de Galerkin

Este método se usa para calcular la matriz de rigidez; se tiene ecuaciones
diferenciales que gobiernan algtin fenémeno fisico, determinado con condiciones
de contorno.
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’ Problema \ Condicion de Contorno \ Evaluado en: ‘
Lu=f Ecuacion diferencial parcial P
U = go Condicién de Dirichlet Iy
nVu = ¢ Condicién de Neumann Iy
n.Vu + au = go Condicién de Robin Iy

Tabla 2.6: Problemas con diferentes condiciones de contorno.

Para resolver este tipo de problemas se resume en los siguientes pasos:

1. Multiplicar el residual de la EDP por una funcién de ponderacion w
evaluando en la condicién de contorno de Dirichlet I'y y el set sobre (2
equivalente a cero.

2. Integrar por partes usando las condiciones de contorno de Neumann y
de Robin.

3. Representar la soluciéon aproximada u;, =~ u como una combinacién lineal
de funciones base polimoniales ¢; definido sobre una malla de simulacion.

4. Sustituir las funciones wu; por w.
5. Resolver el resultante sistema algebraico por el vector de los valores no-
dales u,.
2.3.2.1. Counstruccion de elementos unidimensionales (1D)
Elementos finitos lineales

Se considera coordenadas baricéntricas definidas sobre el elemento e, e =
[1,%2]:

To — T

)\1 (I) = ,)\2 (l’) =

r — T

To — X1 To — 1

X1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.3.3: Elemento e con funciones A\, A.
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L )\iepl(e),i:172
- )\1<l’2):g02]72,]:1,2
A\ (2)+ A (z) =V er

1.0k @1 0
0.8
0.6
0.4
0.2 e
1 X 2
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.3.4: Elemento e con funciones ¢, ©s.

Derivando la funciéon \;:

d\y 1 _ﬁ
dx To — T1 dx

Funciones base:

901|e = )\17<P2|e =X

=i
s0"(%)_{0 i # 7.

Por lo tanto ¢; es una funcion lineal a trozos continua en [0, 1] su valor es uno
el nodo x; y cero en otros nodos como se muestra en las figuras 2.3.2 y 2.3.3

up, (T) = urp1 + U2y

Para el caso del comportamiento de la presion en el flujo de fluidos seria:

P (x) = a1¢ + g

Por lo tanto quedaria ensamblada la matriz de rigidez y el vector de carga
para el caso de funciones lineales en elementos finitos unidimensionales, como
se muestra en la figura 2.3.4.
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U2
U1
1 e i
P ®
X1 )

Figura 2.3.5: Elemento e con funciones base.

En la siguiente figura se observa la convergencia del método de los elemen-
tos finitos a la soluciéon real, entre mas elementos tenga el error disminuye
notablemente, para el problema y” +x = 0;y (0) = 0,y (1) = 5/2.

4 /_\
— solExact
-solMEF

—y

1 2 3 4

Figura 2.3.6: Solucion analitica y solucion MEF (3).

La curva azul representa a la solucién analitica de la ecuacion diferencial:
y" + 2 = 0 con condiciones de contorno y (0) = 0,y (1) = 5/2, y la curva
anaranjada representa la solucién numérica con el método de los elementos
finitos con tres elementos.

La figura 2.3.7 muestra como converge con diez elementos a la solucién exacta.
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/"_\
% AN

1///
\ — solExact
2 _

-solMEF

Figura 2.3.7: Solucién analitica y solucion MEF (10).

2.3.2.2. Construccién de elementos bidimensionales (2D)

Se considera un problema estacionario en dos dimensiones:

p=0,T (2.3.6)

Donde 2 es un dominio acotado en el plano con contorno I' , f es un valor
real continuo a trozos acotada en la funcion €, y el operador Laplaciano V? es
definido por:

o O 0
dx?  0x3
Se introduce el espacio lineal:
v — v €
“lo T

Se introduce el concepto de Formula de Green para un vector evaluado en la
funcion b = (b, bs), v el teorema de divergencia:

/thz/amz (2.3.7)
Q r

donde el operador de divergencia estd dado por:

ob;  0Oby
b= —+ =
v 0, + 0xs

Y v es la unidad exterior normal a I', y el producto punto b.v es:
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bv = bwl -+ bQUQ

Con v,weV, por lo tanto b = (%w,()) y b= <0 ﬁw) en la ecuacion 2.3.7

) Oxo

respectivamente, reemplazando:

o [ POu, o

Usando la definicién de Gradiente:

Jdv  0Ov
VU = (a—xl, 8_552)

Reemplazando Vv en la ecuacion 2.3.8 y despejando se obtiene:

wvdl, i =1,2 (2.3.8)

/vadx: @wdl—/VU.de:p (2.3.9)
Q r Ov Q

Donde la derivada normal es:

ov ov ov
= —U; + =

ov Oz 0xy
La relacion 2.3.8 es la Formula de Green, se mantiene para tres dimensiones,
sin embargo en este proyecto se consideran yacimientos dos dimensiones.
Introduciendo la notacién:

a(p,v) :/Vp.de
Q

(f,v) = /Q foda

La forma a (.,») es una forma bilineal sobre VxV; eso es:

a(u, av + pw) = aa(u,v) + fa(u, w),

alau + v, w) = aau,w) + fa(v, w)
Para a, BER y u, v, weV. Se define también la funcional F : V — R por:

Fv) = %a(v, v)—(f,v),veV.

Este problema es equivalente al problema variacional, se multiplica la ecuaciéon
diferencial 2.3.6 por v€V y se integra sobre (2, se tiene que:

—/Vvadac:/fvdw
Q 2

Se aplica la ecuacion 2.3.9 a la anterior ecuacion usando la condiciéon de con-
torno homogéneo resulta:
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/Vp.Vvda::/fvda:
Q Q
Si: YveV.

Entonces se deriva la forma variacional:
Dado que p € V
a(p,v) = (f,v);YveV (2.3.10)

Para simplificar se asume que €2 es un dominio poligonal.

5
|l

Figura 2.3.8: Particion de elementos finitos en dos dimensiones.

En la anterior figura se puede observar que la regiéon fue dividida en figuras
geométricas triangulares, este proceso se conoce como triangulacion, de () sin
superposicion. Cada elemento seria K.

Q=K UK, U.K,

Tal que ningtin vértice se encuentre en el interior de un lado de otro triAngulo,
donde 2 representa el cierre de ) y asi para cada elemento triangular K.
Las funciones base para cada tridngulo son definidas por:

(2:) 1 1=y

i\Li) = . .

7 0 i#)

El set de ecuaciones de x donde ; (x;) es diferente de cero, consiste en el nodo
que tienen en comun los tridngulos.
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Figura 2.3.9: Funciones base en dos dimensiones. (Chen, 2006)

La matriz de rigidez para el caso de dos dimensiones es A y los vectores de
cargason p y f:
Ap=f (2.3.11)
Con A = (ai;),p = (pij) v f = (fij),
a su vez:
aij = a(pi, p;)
fi=a(f ;).

i,j=1,2,3.., M.

Como en el caso unidimensional la matriz de rigidez A es simétrica positiva.

Ensamblar la matriz de rigidez

Después de la triangulacién se construye K}, se computa las matrices de rigidez
de los elementos con entradas afjf. dado por:

a(p,v) = (fv U) + (gvv)r (2.3.12)
Por tanto, se retoma que af]{ = 0 a excepcion de los nodos x; y x; ambos son
vértices de KeKj,.
Para un triangulo Ky,: Ky, Z (m, k) (m = 1,2, 3)son los nimeros de los vértices
de Kk,
donde: Z (m, k) enumera los nodos de los elementos.

La matriz de rigidez A®) = (a,’jlm)fnnzl se calcula asf:

afnm = / Vo Vo,de;m,n=1,2,3
Ky
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donde las funciones base ¢,, sobre K satisface:

1 m=n
Pm (CBZ(an)): 0 m+#n

f sobre K} se computa por:

fn="[ [fomd

Ky

m=1,2,3

m y n son los nimeros locales de los tres vértices de K, mientras que 7 y j
son los niimeros globales de los vértices en Kj,.

Para ensamblar la matriz global A = (a;;) v el vector de carga f = (f;), se
recorre todos los tridngulos sobre Kj y se agrega sucesivamente las contribu-
ciones de diferentes K.

Para k=1,2,..., M, se computa:

Az(mk),Z(nk) = QZ(mk),Z(n,k) T afﬁm,

f2emp) = [20np) + fr

donde: m,n =1, 2, 3.

La aproximacion usada es elementos-orientados es un bucle sobre los elemen-
tos, esta aproximacion es mas eficiente que la aproximacion nodos-orientados
porque gasta menos tiempo en las computaciones de la matriz de rigidez y el
vector de carga.

2.3.2.3. Refinacion de mallas

Refinar en simulacion es subdividir una malla o una parte de esta en mas ele-
mentos para que los cdlculos sean més precisos en la zona refinada, la refinacién
puede ser uniforme como se muestra en la figura 2.3.9 0 no uniforme como se
muestra en la figura 2.3.10.

Figura 2.3.10: . Refinamiento de malla uniforme. (Chen, 2006)
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Figura 2.3.11: . Refinamiento de malla no uniforme. (Chen, 2006)

En la figura 2.3.10 el refinamiento no es uniforme, por lo tanto en las regiones
donde los elementos son mas grandes los calculos seran menos precisos.

La siguiente imagen muestra una malla de simulacion de dos dimensiones con
elementos y nodos enumerados.

3 . 2 11
® &
@ \y/ ®
1 '10
©/\® /™ 0
® ®

2 5 9

Figura 2.3.12: . Malla con elementos y nodos numerados. (Chen, 2006)

En la figura 2.3.11 se observa una malla bidimensional con elementos trian-
gulares enumerados desde el elemento uno hasta el once, al igual que en los
elementos los nodos son enumerados desde uno hasta el once, en este caso el
numero de elementos coincide con el niimero de nodos.

2.4. Formulaciones en Simulaciéon Numérica de
Yacimientos

Las formulaciones son modelos mateméaticos de yacimientos, existen formula-
ciones que han sido desarrolladas para solucionar diferentes problemas, por
ejemplo la formulacion black-oil y composicional que ya han sido descritas en
la seccion de la Ley de Darcy, sin embargo existen otros modelos como:
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= IMPES
= Fully implicit
= Fully explicit

Se describiran las formulaciones brevemente, existen mas formulaciones pero
las mencionadas son las més utilizadas en la industria del petréleo.

2.4.1. IMPES

Se llama IMPES por Implicit Pressure - Fxplicit Saturation, es decir por como
calcula la ecuacion diferencial de la presion lo hace implicitamente, mientras
que la ecuacion diferencial de la presion la calcula explicitamente, esto quiere
decir que primero resuelve la ecuacién de la presion, el valor encontrado de
presion se introduce en la ecuacion de la saturacion y este valor de satura-
cion se introduce en la ecuacion de la presion, iterativamente hasta resolver el
problema en todos los elementos de la malla (Chen et al., 2002).

Ventajas

= Método altamente eficiente, reduce el tiempo computacional.
= Tiene en cuenta parametro de presion capilar.
= Puede ser un método directo o iterativo.

= Utiliza el método de Newton-Raphson para converger a la solucion en
menos iteraciones.

Desventajas
= Desacoplamiento de las ecuaciones presion y saturacion.

= En medios porosos altamente heterogéneos las fuerzas de la presion ca-
pilar cambia las distribuciones de la saturaciéon lo que conlleva a inesta-
bilidad en la simulacion.

= No considera flujo trifasico.

2.4.2. Fully Implicit

Este método resuelve las ecuaciones diferenciales de la presion y saturacion
implicitamente, este método es estable numéricamente. Puede presentar errores
debido a tiempos de paso relativamente grandes (Cheshire et al., 1980), al igual
que en IMPES este método para calcular las soluciones numéricas utiliza el
método de Newton, Fully implicit considera tres fluidos: gas, petrdleo y agua.
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2.4.3. Fully Explicit

Este método resuelve las ecuaciones diferenciales de la presion y de la satura-
cion explicitamente, simula el flujo bifasico dado por el petroleo y el agua, es
altamente eficiente utilizando computadores en paralelo para reducir el tiem-
po de la simulacion y aumentar la precision en los resultados (Piault & Ding,
1993).

2.5. Marco Conceptual

= Anisotropia: Las propiedades del sistema varian en todas las direccio-
nes.

» Bidimensional: De dos dimensiones.

= Caudal: Cantidad volumétrica o méasica de fluido que fluye por unidad
de tiempo.

= Conductividad térmica: Es una medida que tiene un material para
conducir calor.

» Densidad: Es la masa de un cuerpo sobre su volumen.

= Difusién: Movimiento de particulas de un lugar donde hay alta concen-
tracion a un lugar con menor concentracion.

= Factor de recobro: Cantidad total de petroleo producido sobre la can-
tidad de petréleo original en sitio.

s Fluidos inmiscibles: Cuando hay flujo de dos o mas fluidos sin que
estos se mezclen.

= Flujo: Movimiento del gas, del petréleo o del agua.

= Flujo bifasico: Flujo de dos fluidos como petroleo y agua, gas y petroleo,
gas y agua.

= Flujo monofasico: Flujo de un fluido.

» Gravedad: Es la fuerza de atraccion hacia los cuerpos debido al centro
de la tierra segin Newton, para Einstein la gravedad es la deformacion
del espacio-tiempo dada por la masa de la tierra.

= Heterogeneidad: Sistema que varia las propiedades en los puntos, ya-
cimiento no uniforme, tiene irregularidades.

= Homogeneidad: Sistema que tiene las mismas propiedades en cada
punto, yacimiento de composiciéon uniforme.

= Isotropia: Las propiedades del sistema son idénticas en cualquier direc-
cion.
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= Masa: Cantidad de materia de un cuerpo o de un fluido.

= Malla de simulaciéon: Conjunto de elementos que conforman un siste-
ma o un objeto con datos iniciales para aplicar simulacion y observar su
comportamiento, por ejemplo un yacimiento con fluidos.

= Permeabilidad: Calidad de un material que causa que un fluido fluya
a traveés de él.

= Peso molecular: Es una medida de la suma de los pesos atémicos de
los atomos que conforman una molécula.

= Porosidad: Fraccion de volumen del yacimiento que almacena fluidos.
s Presién: Fuerza perpendicular aplicada sobre un 4rea en un fluido.

= Recuperaciéon primaria: Producciéon de petrbleo por energia natural
del yacimiento.

= Recuperacion secundaria: Inyeccion de agua para aumentar la pro-
duccién de petréleo mediante desplazamiento inmiscible.

» Saturacién: Es el porcentaje de volumen poroso que ocupa el volumen
de uno o mas fluidos.

» Simulacién: Descripcion de un fenémeno fisico por modelos matemati-
cos para conocer su comportamiento en el tiempo.

= Solucién analitica: Es la solucion exacta de un problema o de una
ecuacion diferencial.

= Solucién numérica: Es una soluciéon que se aproxima a la solucién
exacta.

= Temperatura: Es una medida de la energia cinética promedio de las
particulas en un sistema.

= Tiempo de paso: Tiempo en el que transcurre cada iteracion para
resolver las ecuaciones de presion y saturacion.

= Tridimensional: Ocupa tres dimensiones en el espacio o tiene tres di-
mensiones.

s Unidimensional: De una dimension.

» Viscosidad: Es la restriccion al flujo de un fluido dado por la alta friccion
entre sus moléculas.

= Volumen: Cantidad de espacio que ocupa un objeto o sustancia en el
espacio.

= Yacimiento: Roca porosa que contiene fluidos como gas, petroleo y
agua.
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La siguiente tabla muestra la nomenclatura utilizada con su unidad en el sis-
tema internacional.

‘ Simbolo ‘ Definiciéon Unidades
A Area de seccion transversal m?
B Factor volumétrico de formacion adimensional
c Compresibilidad Pa~!
C Fraccion de masa de un componente adimensional
D Profundidad (depth) m
D Difusividad m?/s
fuw Relaciéon de la movilidad del agua a la movilidad total adimensional
E, Fraccion del flujo del agua adimensional
g Aceleracion dada por la gravedad m/ s
Gy Funcién de la saturacion y de la gravedad m/s
Py Funcion de la saturacion con movilidad y capilaridad m?/s
H Espesor de yacimientos bidimensionales m
K Permeabilidad absoluta m?
k, Permeabilidad relativa adimensional
K; Distribucién constante para el componente ith adimensional
L Longitud del yacimiento m
M Peso molecular del gas kg/mol
P Presion Pas
De Presion capilar Pas
q Caudal de flujo masico por volumen de reservorio kg/m3s
Q Caudal de flujo masico en el pozo kg/s
Q: Caudal total volumétrico equivalente a ¢, /p, 571
Q Caudal volumétrico m3/s
R Constante de los gases em>M Pas/°K mol
R, Solubilidad del gas en petroleo -
Ry Solubilidad del gas en agua -
S Saturacion _
3 Tiempo S
U Funcion general -
v Velocidad del flujo m/s
o Vector de la velocidad del flujo m/s
X, 1,2 Distancia m
L Viscosidad Pas x s
) Densidad Kg/m?
) Porosidad -
P Potencial Pas

Tabla 2.7: Simbolos y unidades en el sistema internacional.




Capitulo 3

Casos de Estudio

3.1. Metodologia

Para la elaboracion de este proyecto se han propuesto una serie de fases y con-
secuentemente pasos que describen la metodologia con el siguiente diagrama
de flujo:

Inicio

Malla
geométrica

v

Malla
computacional

i

1 Presién, flujo

Yes

Resultados

Fin

Figura 3.1.1: Diagrama de flujo metodolégico. Fuente: Autor

Como se puede ver en la figura en la Fase 1: i) consta de la generacion de
mallas geométricas bidimensionales con datos iniciales como presion inicial
del yacimiento principalmente, si hay entrada de flujo o no. En la Fase 2: i)
el programa convierte las mallas geométricas en mallas computaciones para

o1
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realizar las operaciones, calcular la matriz de rigidez, el vector de carga y la
matriz global, ii) calcula la presion y el flujo, iii) comprueba si los resultados
obtenidos son menores al error. En la Fase 3: i) Muestra los resultados de
presion, flujo y saturacion.

3.1.1. Generacion de mallas

El proceso de generacion de mallas bidimensionales se realizan en un software
llamado Gmsh, este es un generador de mallas unidimensionales, bidimensio-
nales o tridimensionales, donde primero se realiza el contorno del yacimiento,
luego se le das condiciones de contorno o diferentes materiales, al final el pro-
grama utiliza diferentes algoritmos que generan los elementos para cualquier
malla.

HPAPDARDAPDADDIAPDADA

=

*7]

S0XYZQ11S ({40 [ Done meshing 2D (0.00572's)

Figura 3.1.2: Interfaz del generador de mallas Gmsh.

En la figura 3.1.2 se muestra la interfaz de Gmsh, en este caso es una malla
lineal con elementos tridAngulares, esta malla tiene: 46 puntos, 65 lineas, y las
dimensiones de la malla son de longitud 20m, de espesor 1m, con un area de
20m?.

3.1.2. NeoPZ

Es una biblioteca de elementos finitos que ha sido desarrollada desde 1997 en
el Lenguaje de Programacion C++ por Philippe Devloo para la investigacion
en diferentes areas de ingenieria: civil, aerondutica, petroleos, mecanica. Esta
biblioteca ofrece un amplio nimero de algoritmos de elementos finitos, para
problemas de una, dos y tres dimensiones (Devloo, 1997).
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3.2. Formulaciones Primal y Mixta

3.2.1. Problema lineal
Una ecuacion lineal para el problema de flujo se da por:

o (2)p— Ve (K (2) Vp) = f (x) (3.2.1)

Dadas las funciones «, f y el tensor K, se debe encontrar la presion y el flujo
u tal que:

ap+ V.(u) = fen 2 (3.2.2)

u = —KVpenQ (3.2.3)

las condiciones de contorno son:

p = 0 sobre 0N

Se asume que K es un tensor positivo.

La ecuacion 3.2.1 se conoce como Formulacion Primal es una formulacion
clasica para el modelo lineal, la Formulacion Mizta se basa en las ecuaciones
3.2.2 y 3.2.3 con sus respectivas condiciones de contorno, para los dos casos la
presion y el flujo se calculan simultaneamente.

3.3. Formulaciéon Primal

La formulacién primal H~! busca soluciones en el espacio:

Hy (Q)={pe H'(Q):p=0sobre 2}

Multiplicando la ecuacién 3.2.1 por una funciéon de prueba gpeH!' (), in-
tegrando en el dominio {2, se aplica integracion por partes, y utilizando la
condicién de contorno de Dirichlet, se obtiene el problema variacional:
Encontrar:

peH" (Q)

de forma que:

(ap,q) + (KVp,p) = (f,q) (3.3.1)

Para todo ¢ que pertenece al espacio de Hilbert con sus condiciones de con-
torno.
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3.4. Formulacion Mixta

Para esta formulacion se definen los espacios para el flujo como:

V=H(V, ), (3.4.1)

y para la presion:

Q=L*0) (3.4.2)

Multiplicando la ecuaciéon 3.2.3 por una funcién de prueba v € V| integrando
sobre el dominio {2 y aplicando integracion por partes para el segundo término,
se obtiene:

(K~ 'u,v) — (p, V. (0)) + /89 pv.ndd2 =0

es decir:

(K 'u,v) — (p. V. (v)) =0

Se tiene que la condicién de contorno p = 0 sobre 0f2 se impone de manera
fuerte en el espacio de aproximacién de la presion, sin embargo se inserta de
manera débil en la formulacion variacional.

Multiplicando la ecuacion 3.2.2 por una funcion de prueba ge@), se obtiene la
formulacion mixta.

(K 'u,v) — (p,V.(v)) =0Vv € V (3.4.3)

(Ve(u),q) + (ap,q) = (f,q) Vg€ Q (3.4.4)

Las ecuaciones 3.4.3 y 3.4.4 pueden ser representadas en una forma variacional
abstracta dados por los espacios de Hilbert, V,Q vy f € @, se debe encontrar
(u,p) € VxQ, de forma que:

a(u,v)+b(v,p) =0V e V (3.4.5)

b(u,q) —cp,q) =—(f,q) Ve € Q (3.4.6)

Estas formulaciones fueron desarrolladas por Romero en 2016 para simula-
cion de yacimientos tridimensionales, sin embargo en este estudio las hemos
adaptado para yacimientos bidimensionales.

3.5. Problemas

Teniendo en cuenta que las ecuaciones diferenciales de presion, flujo y satu-
racion deben ser resueltas en cada elemento de la malla computacional, se
consideran despreciables los efectos de la presion capilar y que la temperatura
es constante, sin embargo se tiene en cuenta los efectos de la compresibilidad,



CAPITULO 3. CASOS DE ESTUDIO 55

la gravedad y la alta heterogeneidad de los yacimientos, para los cuatro casos
presentados a continuaciéon se aplicara las formulaciones primal y mixta, y se
compararan los resultados.

Para cada caso se presentara los resultados obtenidos en las simulaciones con
las formulaciones primal y mixta, posteriormente se presentaran las compara-
ciones.

3.5.1. Casol

El siguiente caso el yacimiento es altamente heterogéneo, a su vez la geometria
del yacimiento es lineal, la condiciéon de contorno es ingresa agua a un caudal
q; para producir petroéleo q,, como condicién inicial de contorno se tiene que
ingresa agua a una presion de 500 Pascales y sale petrdleo a una presion de 0
Pascales.

Malla computacional

S H
- =
6 s
Yaxs 5 b5 v Axs
4] e
3] =

Figura 3.5.1: Malla geométrica del caso I.

En la figura 3.5.1 se presenta la malla geométrica con sus respectivos elementos,
cada figura geométrica es un elemento en este caso es triangular, esta malla
tiene una longitud de 10m y una altura de 10m. Esta malla tiene 675 elementos.
Para este problema con la formulaciéon primal se resolvieron 82 ecuaciones y
con la formulacién mixta 245 ecuaciones.
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Presion con la formulacién primal

El comportamiento de la presion en esta malla se observa en la siguiente ima-
gen:

1,1e+02

— 60

Pressure

— 40

I:Qu
-1,1e+00

Figura 3.5.2: Comportamiento de la presion para el caso I.

En la figura 3.5.2 se observa el comportamiento de la presion, como se mencion6
anteriormente la zona superior izquierda es por donde ingresa el flujo, en esta
posicién existe mayor presion, esta es la zona de color rojiza, la presion tiende
a disminuir a lo largo de la malla, en la zona azulada es donde la presion es
menor y tiende a cero.

Flujo con la formulacién primal

Hay que destacar que con la formulaciéon primal para este caso y para los casos
posteriores el flujo se calcula con postprocesamiento. El flujo se representa de
esta manera teniendo en cuenta la heterogeneidad del yacimiento, es decir,
existen zonas donde la roca varia su permeabilidad entre 10 mD y 100 mD.
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46e+01
I-

— 30

— 20

[ i
2,1e-03

Flux Magnitude

Figura 3.5.3: Comportamiento del flujo para el caso 1.

En la figura 3.5.3 se observa el comportamiento del flujo, las zonas rojizas
representan donde existe mayor magnitud del flujo, esto indica que las zonas
rojas son méas permeables que las zonas azuladas, el elemento de color vinotinto
muestra que la permeabilidad y la presiéon en esa zona son altas, mientras que
el mas azul muestra que en ese lugar la permeabilidad y la magnitud del flujo
son bajas.

Presion con la formulacion mixta

En la siguiente imagen se observa el comportamiento de la presion solucionado
con la formulaciéon mixta:

1.0e+02
[ &

— 60

Pressure

— 40

[ )
0.0e+00

Figura 3.5.4: Presion con la formulacion mixta para el caso 1.
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La figura 3.5.5 representa las zonas méas permeables y las impermeables del
yacimiento, las zonas mas rojizas son las zonas méas permeables, esto indica
que la roca en dichas zonas son de arenisca, mientras que las zonas azuladas
son menos permeables, por lo tanto serian arcillas.

Flujo con la formulacién mixta

El comportamiento del flujo con la formulacién mixta resulté como se muestra
en la figura 3.5.4, como se muestra se puede ver claramente la direcciéon del
flujo en este yacimiento altamente heterogéneo:

I 19e+02
— 150

— 100

Flux Magnitude

— 50

2,1e-03

Figura 3.5.5: Flujo con la formulacién mixta para el caso I.

Comparacion y andalisis de los resultados

La siguientes figuras muestran las tendencias de las curvas de presion y flujo
con las formulaciones primal y mixta.
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Figura 3.5.6: Comparacién entre las curvas de presion.

La curva azul describe el comportamiento de la presion obtenida con la formu-
laciéon primal, la curva roja describe el comportamiento de la presion obtenida
con la formulacion mixta, debido a que con la formulaciéon mixta se resuelve
un sistema de ecuaciones para solucionar la ecuaciéon diferencial de la presion
en cada elemento de la malla de simulacién, mientras que con la formulaciéon
primal resuelve primero la ecuacion diferencial del flujo, el valor obtenido se
actualiza en la ecuaciéon diferencial de la presion y asi iterativamente, resul-
tando que los calculos de la formulaciéon mixta sean méas precisos que con la
formulacion primal. La presion maxima en ambos casos es de 100 Pascales, la
presion minima es de 0 Pascales, pero la curva roja obtenida con la formu-
lacion mixta se asemeja mas a la realidad que con la curva obtenida con la
formulacion primal.

La figura 3.5.7 muestra la tendencia de las curvas obtenida con ambas formu-
laciones, la curva azul se obtuvo con la formulacién primal, la curva roja se
obtuvo con la formulaciéon mixta, para el flujo las curvas no son similares como
se aprecia en la figura esto se debe a que el flujo se obtiene por: v = KV P,
K es la permeabilidad absoluta de la matriz, para ambos casos es altamente
heterogénea con valores aleatoreos entre 10 y 100 mD.
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Figura 3.5.7: Comparacién entre las curvas de flujo.

3.5.2. Caso II

Este caso es una geometria més real comparada con el Caso I, como condiciones
de contorno inciales se tiene que el caudal de agua ingresa al yacimiento a una
presion de 500 Pascales y se produce petroleo a una presion de 100 Pascales,
el yacimiento es altamente heterogéneo, la malla geométrica de este caso es la
siguiente:
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Figura 3.5.8: Malla geométrica del caso 1I.
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La anterior malla tiene un area menor a 1000m?, si fuera cuadrilatera el area
tendria el valor mencionado, sin embargo la geometria es algo ovalada, por
tanto tendria un valor de area aproximado a 3340m?2. Esta malla tiene 336
elementos triangulares, para este problema con la formulacién primal se resol-
vieron 925 ecuaciones y con la formulacion mixta 2774 ecuaciones.

Presion con la formulacién primal

La solucién de la presién para este caso con la formulacion primal se muestra
en la siguiente figura:

52e+02

— 400

Pressure

— 300

200

[929-%-01

Figura 3.5.9: . Solucion de la presion con la formulacion primal para el caso I1.

La zona por donde ingresa agua a 500 Pascales es la zona rojiza, la zona azulada
seria la salida del petroleo del yacimiento a 100 Pascales.

Flujo con la formulacién primal

El flujo con la formulacion primal para este caso resulto asi:

1.0e+02
[ &0

— 60

— 40

[20
23e02

Flux Magnitude

Figura 3.5.10: . Solucion del flujo con la formulaciéon primal para el caso II.
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Presion con la formulacion mixta

En la siguiente figura se muestra la soluciéon de la presion para este caso con la
formulacion mixta. La zona mas roja representa la entrada de caudal de agua
a 500 Pascales y la zona azulada representa la produccion de petréleo a 100
Pascales.

5,0e+02
[400
— 300

[200
9.8e+01

Pressure

Figura 3.5.11: . Solucién de la presion con la formulaciéon mixta para el caso
IT.

Flujo con la formulacién mixta

La magnitud del flujo para este caso con la formulaciéon mixta resultdé como se
muestra en la figura 3.5.10.

99e+01
[ g0

— 60

Flux Magnitude

— 40

I:Qu
44e-02

Figura 3.5.12: . Solucién del flujo con la formulacion mixta para el caso II.

Como se aprecia en la anterior figura se puede observar las lineas de flujo con
mayor definicion que con la formulacion primal, las lineas que tienen al color
rojo es donde la magnitud del flujo es mayor, y donde las lineas son azules
oscuras el flujo tiende a cero.
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Comparacién y andlisis de los resultados

Las siguiente figura indica las tendencias del comportamiento de la presion
para este caso con las formulaciones primal y mixta.

Figura 3.5.13: . Comparacion de las curvas de la presion.

La curva de presion color azul se obtuvo con la formulacion primal, y la curva
color roja se obtuvo con la formulacién mixta, como se puede apreciar en la
figura 3.5.13 el comportamiento de la curva roja es mucho méas real que el de
la curva azul.

La figura 3.5.14 muestra la comparacion de las curvas obtenidas para el flujo:

— Fluxprimal
— FluMixia

Figura 3.5.14: . Comparacion de las curvas de flujo.
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Para el flujo como se observa en la anterior figura, la curva azul representa a los
resultados de flujo obtenidos con la formulacion primal, la curva roja representa
los resultados de flujo obtenidos con la formulacion mixta, el comportamiento
es similar, sin embargo el comportamiento del flujo con la formulaciéon mixta
es mucho mayor y real que con la formulacion primal.

3.5.3. Caso III
Malla geométrica

Para este caso la malla geométrica se muestra en la figura 3.5.13; las condiciones
de contorno son: entrada de flujo a 1000 Pascales, salida de flujo a 50 Pascales.
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Figura 3.5.15: . Malla geométrica del caso III.

En este caso la malla de simulacién es relativamente pequena al compararlas
con la de los anteriores casos, esta malla tiene una area aproximada de 0.97m?
y tiene 356 elementos, para la generaciéon de elementos se da el proceso de
tridAngulacion, en este caso seria tridngulacion no uniforme debido a la comple-
jidad de la malla. Para este problema con la formulacién primal se resolvieron
1010 ecuaciones y con la formulacion mixta 3028 ecuaciones.
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Presion con la formulacién primal

El comportamiento de la presién para este caso con la formulacion primal se
muestra en la siguiente figura:

1.0e+03
[ 800

— 600

Pressure

— 400

[ 200
5.0e+01

Figura 3.5.16: . Resultado de la presion con la formulacion primal para el caso
I11.

El valor de presion mas alta es de 1000 pascales y es por donde ingresa agua al
yacimiento, mientras que la presion mas baja es de 50 Pascales y es por donde
se produce petroleo.

Flujo con la formulacién primal

La solucion del flujo con la implementacién primal para este caso resulto asi:

1.0e+04
[ 8000

— 6000

Flux Magnitude

— 4000

[2000
16e+01

Figura 3.5.17: . Resultado del flujo formulacién primal para el caso III.
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Para este caso el flujo irfa desde la parte inferior izquierda de la malla hacia la
superior derecha, se puede observar en la figura que el flujo va desde 16m/s a
5000m/s, esto se da por el valor de las permeabilidades donde el flujo es alto
la permeabilidad de la roca serd muy alta, y si el valor del flujo es pequeno
entonces la permeabilidad de la roca serd pequena, el flujo es directamente
proporcional a la permeabilidad.

Presion con la formulacion mixta

La solucion para la presion con la formulacién mixta para este caso se indica en
la figura 3.5.18. Se puede apreciar que la presion se comporta de una manera
més real que con la formulaciéon primal, hay mucha mas presion en el elemento
por donde ingresa agua al yacimiento esta se distribuye a lo largo del yacimiento
respetando la condiciéon de contorno de salida de petroéleo inicial a 50 Pascales.

1.0e+03
[ 800

— 600

Pressure

— 400

[ 200
5.0e+01

Figura 3.5.18: . Solucién con la formulaciéon mixta para el caso IT1.

Flujo con la formulacién mixta

La soluciéon del flujo con la formulacion mixta se muestra en la figura 3.5.19;
Como se puede apreciar en la figura 3.5.16 las lineas de flujo se mira desde la
zona donde ingresa el agua hacia donde se produce petroleo, el valor de flujo
minimo es 16m/s y el valor maximo es 5100m/s:
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1.0e+04
[ 8000
— 6000

— 4000

I:EUUU
16e+01

Flux Magnitude

Figura 3.5.19: . Resultado de flujo con la formulacién mixta para el caso III.

Comparacion y andalisis de los resultados

La siguiente figura muestra las tendencias de las curvas de presion con las
formulaciones primal y mixta para este caso.

10004
— PressurePrimal
— PressureMidia

9504
900
850
800
750
700
650
600
550
500
450
400
350
00
250
2004
1504

1004

Figura 3.5.20: . Comparacion de las curvas de presion.

Como se muestra en la figura las 3.5.20 las curvas roja y azul representan las
soluciones de la presién respectivamente obtenidas con la formulaciéon mixta
primal, la curva roja obtenida con la formulacién primal tiende a un compor-
tamiento ideal, mientras que la curva obtenida con la formulacion mixta el
comportamiento es mas real.
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Figura 3.5.21: . Comparacion de las curvas de flujo.

Con respecto al flujo obtenido con la formulacién mixta es mucho mayor que
con la primal, con la formulacion mixta el valor del flujo méas alto es 5100m/s,
con la formulacion primal es 3800m/s esto da un margen de error de 23.52 %.
El valor de flujo méas bajo con la formulacion mixta es de 280m/s, mientras
con la formulacion mixta es 300m/s esto da un margen de error de 6.67 %.

3.5.4. Caso IV

Malla geométrica

Para este caso la malla geométrica se muestra en la figura 3.5.19, como condi-
ciones de contorno: la presion de entrada de flujo es 150000 Pascales, la presion
de salida de flujo es de 101325 Pascales equivalente a 1 atmosfera.
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Figura 3.5.22: Malla geométrica del caso IV.

La geometria de esta malla tiende mas a la realidad que en los casos vistos ante-
riormente, esta tiene un area aproximada de 3415.71m?2, tiene 1202 elementos,
para solucionar este problema con la formulaciéon primal se resolvieron 3350
ecuaciones, con la formulacion mixta se resolvieron 10050 ecuaciones.

Presion con la formulacién primal

La solucion de la presion para este caso se representa en la figura 3.5.23. La
presion se distribuye a lo largo del yacimiento con las condiciones de contorno
yva mencionadas, que va desde 101325 Pascales a 150000 Pascales,

1.5e+05
[ 140000

— 130000

Pressure

— 120000

I 110000
1.0e+05

Figura 3.5.23: . Solucién de la presion con la formulacién primal para el caso
IV.
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Flujo con la formulacién primal

La solucién del flujo para este caso aplicando la formulaciéon primal se muestra
en la siguiente figura:

1.2e+04
[ 10000
— 8000

— 6000

Flux Magnitude

— 4000

[2000
3.1e01

Figura 3.5.24: . Solucién del flujo con la formulaciéon primal para el caso IV.

Se puede apreciar en la figura 3.5.24 que entra flujo a una velocidad de 7000m/s
y sale a una velocidad de 31m/s.

Presion con la formulacion mixta

150+05
[ 140000

— 130000 2

Pressul

— 120000

[ 110000
1.0e+05

Figura 3.5.25: . Solucién de la presion con la formulaciéon mixta para el caso
IV.
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La solucion de presion para este caso implementando la formulacion mixta se
muestra en la anterior figura, se indica que la zona rojiza estd a una presion de
150000 Pascales, la zona més azulada esta a una presion de 101325 Pascales.

Flujo con la formulacién mixta

La solucién del flujo implementando la formulacién mixta se indica en la figura
3.5.26.

1.2e+04
[ 10000
— 8000

— 6000

— 4000

[2000
52601

Flux Magnitude

Figura 3.5.26: . Solucion del flujo con la formulacion mixta para el caso IV.

Comparacion y analisis de los resultados

La figura 3.5.27 muestra las tendencias de las curvas de presiéon obtenidas con
las formulaciones primal y mixta para este caso.

1500004 ~—— PressureMixa

105000.

Figura 3.5.27: . Comparacion entre las curvas de presion para el caso IV.
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La figura 3.5.28 muestra la comparacion entre las curvas de flujo obtenidas con
ambas formulaciones.

2500

2000

1500

1000

500.

Figura 3.5.28: . Comparacion de las curvas de flujo.

En la anterior figura se puede apreciar que el flujo con la formulaciéon primal
es mucho menor que el flujo obtenido con la formulacién mixta. El valor mayor
de flujo obtenido con la formulacion primal es de 1100 m /s con la formulacion
mixta el valor mayor de flujo es de 5000 m/s, los valores minimos de flujo son
de 300 m/s y 100 m/s con la formulacion primal y mixta respectivamente.



Capitulo 4

Conclusiones

= La implementacion de las formulaciones primal y mixta son efectivas con
el método de los elementos finitos, sin embargo, mientras la formulacion
primal resuelve una ecuacién de presion por cada elemento, la formula-
cion mixta resuelve un sistema de ecuaciones simultaneamente de presion
v flujo, lo que reduce el margen de error.

= Con la formulacion primal la tendencia de las curvas de flujo y presion
son funciones suaves por la heterogeneidad de los yacimientos, mientras
que con la formulacién mixta las curvas de tendencia de presion y flujo
presentan un comportamiento mas real.

» La formulacién mixta resuelve aproximadamente tres veces mas ecuacio-
nes diferenciales que con la formulacién primal reduciendo el error en
cada uno de los elementos, se puede observar claramente en el capitulo
3 para todos los casos de estudio.

» El tiempo de computacion es mucho menor con la formulacion primal
que con la mixta por la cantidad de ecuaciones que se resuelven en cada
uno de los casos.

= La biblioteca de elementos finitos Neopz posee variedad de algoritmos
para los problemas de flujo de fluidos inmiscibles en medios porosos, lo
cual ha permitido que las formulaciones primal y mixta sean estables y
consistentes, teniendo en cuenta yacimientos bidimensionales geométri-
camente complejos y altamente heterogéneos.

= Kl método de los elementos finitos converge a diferentes tiempos a la
solucion exacta dependiendo del nimero de elementos que tenga cada
caso, por tanto se han resuelto las ecuaciones diferenciales que gobiernan
el flujo de fluidos, como las ecuaciones de presion y flujo en cada elemento
de la malla de simulacién, a su vez reduce el error porque encuentra las
funciones de presion y flujo para cada fluido.
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Capitulo 5

Recomendaciones

» Para trabajar con simulaciones més precisas se debe alcanzar més feno-
menos fisicos que ocurren en los yacimientos de hidrocarburos, ademas
de alta heterogeneidad del yacimiento, fluido compresibles e incompre-
sibles, v flujo bifasico que considera este estudio, habria que agregar
otros fenbmenos como yacimiento tridimensional con gran extension vo-
lumétrica, flujo trifisico, saturaciones iniciales de gas, petroleo y agua,
también procesos de transferencia de masa entre gas-petrdleo, considerar
la presencia de fallas donde se podria variar la permeabilidad, desde baja
hasta elevada.

= Realizar las simulaciones con ambas formulaciones en una computadora
de ultima generacién debido a que reduce el tiempo computacional en
casos extremadamente complejos, los cuales tienen més elementos, geo-
metrias variables y un volumen poroso mayor, es decir, entre mas com-
pleja la malla de simulaciéon mas tardaria una computadora en calcular
presion, flujo y saturacion.

» Realizar mallas méas complejas agregando la tercera dimension, pozos
verticales, desviados y en racimo, lo cual mejoraria el factor de recobro.
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