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AUTOMATIZACIÓN

TRABAJO DE INTEGRACIÓN CURRICULAR
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Resumen

Se ha propuesto en este proyecto de titulación el diseño y simulación de
un sistema de control basado exclusivamente en Redes Neuronales Artifi-
ciales (RNA), a un sistema rotatorio con un eslabón flexible. La finalidad es
lograr un seguimiento de la posición angular de la base θ, mientras se mitigan
las oscilaciones de la punta del eslabón flexible α, sin necesidad de emplear
controladores tradicionales ni estructuras h́ıbridas. Para ello, se entrena un
modelo de tipo Perceptrón Multicapa (MLP) mediante aprendizaje supervi-
sado, con el fin de que aprenda directamente el modelo inverso de la planta
y genere la señal de control adecuada a partir del historial de las variables
del sistema.

Se procede a crear un modelo dinámico en espacio de estados, con datos
de parámetros f́ısicos reales. Este modelo se implementara en tiempo discreto
utilizando la integración de Euler con paso fijo. Una vez obtenido el modelo,
se simula para generar datos en lazo abierto que servirán para el entrena-
miento de la red neuronal por modelo inverso. Todo este proceso se realiza
en un ambiente de simulación como MATLAB/Simulink®, donde se usara el
modelo entrenado como controlador en lazo cerrado, y se mide el rendimiento
ante distintas señales de referencia.

Donde los resultados obtenidos demuestran que ciertas configuraciones del
MLP logran un control lo mas cercano a la referencia, rápida estabilización
y supresión de oscilaciones no deseadas.

Palabras clave: Control neuronal, eslabón flexible, modelo inverso, redes
neuronales artificiales, seguimiento angular.

Abstract

In this degree project, the design and simulation of a control system based
exclusively on Artificial Neural Networks (ANNs) is proposed for a rotary
system with a flexible link. The objective is to achieve accurate tracking of the
base angular position θ, while mitigating oscillations at the tip of the flexible
link α, without relying on traditional controllers or hybrid structures. To
this end, a Multilayer Perceptron (MLP) model is trained using supervised
learning so that it can directly learn the inverse model of the plant and
generate the appropriate control signal based on the history of the system
variables.
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A state-space dynamic model is developed using real physical parame-
ter data. This model is implemented in discrete time using fixed-step Eu-
ler integration. Once the model is obtained, it is simulated to generate
open-loop data that will be used for training the inverse-model neural net-
work. The entire process is carried out in a simulation environment such as
MATLAB/Simulink®, where the trained model is employed as a closed-loop
controller, and its performance is evaluated under different reference signals.

The results obtained demonstrate that certain MLP configurations achie-
ve control performance that closely follows the reference signal, with rapid
stabilization and effective suppression of undesired oscillations.

Keywords: Neural control, flexible link, inverse model, artificial neural net-
works, angular tracking.
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Índice de figuras

1. Arquitectura de una red MLP . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2. Control neuronal general por modelo inverso. Tomado de [58]. 35
3. Simulación en lazo abierto del sistema ante entrada escalonada

aleatoria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4. Visualización de los regresores del conjunto de entrenamiento. 44
5. Esquema del proceso de identificación de la dinámica inversa

del SREF. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6. Curvas de MSE para cuatro de las arquitecturas neuronales

evaluadas durante el entrenamiento del modelo inverso. . . . . 46
7. Comparación entre u(k) real y u(k) estimado por la RNA . . . 47
8. Diagrama del controlador neuronal por modelo inverso del

SREF. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
9. Estructura general del contolador RNA en Simulink . . . . . . 49
10. Comparación de la respuesta de θ(t) para las seis configura-

ciones de RNA ante un escalón Simple. . . . . . . . . . . . . . 55
11. Comparación de la respuesta del ángulo del eslabón α(t) para
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1. Introducción

En la ingenieŕıa de control, garantizar la estabilidad de los sistemas
dinámicos es un desaf́ıo esencial para lograr que los procesos sean más seguros
y autónomos, ya sea en entornos industriales o en aplicaciones robóticas. La
incorporación de estrategias de control inteligentes resulta fundamental para
el avance tecnológico y asegura que incluso los sistemas complejos puedan
operar de manera eficiente bajo condiciones exigentes.

Los sistemas rotatorios con eslabón flexible (SREF) han atráıdo una aten-
ción creciente. Por el eslabón flexible aquel elemento estructural cuya elastici-
dad introduce grados de libertad adicionales respecto a un modelo ŕıgido, ge-
nerando vibraciones que comprometen la precisión y el desempeño dinámico
del sistema. Estas oscilaciones no deseadas afectan el rendimiento, la exacti-
tud del posicionamiento y la integridad estructural, constituyendo uno de los
principales retos en el control de dichos sistemas. Este fenómeno se basa en
los fundamentos clásicos y la teoŕıa de vigas, donde se postulan las hipótesis
de Euler–Bernoulli en las que se apoyan los desplazamientos y tensiones del
modelo [1]. Además, en términos contemporáneos, investigaciones recientes
han documentado cómo la vibración continúa siendo un obstáculo persistente
en el diseño de control para SREF [2, 3].

Se han propuesto varias tácticas para afrontar estos desaf́ıos. En [2], se
empleó un controlador LQR optimizado por medio de algoritmos genéticos
con el objetivo de reducir las oscilaciones. En [3], por su parte, se implementó
un esquema h́ıbrido que combinaba LQR con aprendizaje por refuerzo pro-
fundo (RL) para optimizar el seguimiento de trayectorias en situaciones de
flexibilidad dinámica. Estas propuestas demuestran que se están buscando so-
luciones h́ıbridas que fusionen técnicas tradicionales de control con métodos
inteligentes.

En este trabajo se desarrolla un esquema puramente basado en RNA,
sin dependencias en controladores clásicos auxiliares. Estas redes ofrecen la
capacidad de aprender dinámicas complejas no lineales a partir de datos, lo
que permite capturar y compensar deformaciones dinámicas sin estructuras
de control adicionales. Además, la técnica de reducción modal, fundamental
en sistemas de vibraciones [4], respalda la simplificación del sistema a mo-
dos dominantes para facilitar el entrenamiento y la implementación práctica
del controlador neural. Se espera que este planteamiento logre ventajas en
estabilidad y rendimiento del SREF.
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1.1. Justificación

El control de sistemas rotatorios con eslabones flexibles constituye un reto
importante y vigente en la ingenieŕıa de control debido a su presencia en apli-
caciones cŕıticas como robótica ligera, manipuladores espaciales, estructuras
desplegables y sistemas aeroespaciales. En estos entornos, la reducción de
peso y el ahorro energético son prioritarios, pero implican un aumento de la
flexibilidad estructural, lo que a su vez genera oscilaciones, acoplamientos no
lineales y variaciones dinámicas que dificultan mantener precisión y estabili-
dad [5]. Resolver este problema es esencial para garantizar un funcionamiento
seguro y eficiente en escenarios donde la confiabilidad es determinante.

A pesar de que los controladores clásicos, como PID o LQR, han si-
do ampliamente utilizados, su desempeño se degrada ante incertidumbres,
dinámicas no modeladas o cambios en las condiciones de operación [6, 7].
Esto evidencia la necesidad de estrategias de control capaces de adaptarse a
comportamientos no lineales complejos y de mantener un rendimiento estable
incluso bajo perturbaciones o variaciones estructurales.

En este contexto, las RNA surgen como una alternativa prometedora, ya
que pueden aprender relaciones no lineales a partir de datos sin requerir un
modelo matemático exacto, adaptándose a cambios en la dinámica y compen-
sando efectos no modelados [5, 8]. El presente trabajo propone un controlador
basado exclusivamente en un Perceptrón Multicapa (MLP) entrenado para
aprender el modelo inverso del sistema, eliminando la necesidad de estructu-
ras h́ıbridas o modelos lineales intermedios y ofreciendo un enfoque versátil
y generalizable.

Los resultados logrados, corroborados en un contexto de simulación realis-
ta que incluye condiciones y parámetros f́ısicos diversos, suponen una contri-
bución importante para el progreso de técnicas de control inteligente emplea-
das en sistemas no lineales. Esto refuerza la relación entre teoŕıa, simulación
y aplicaciones prácticas.

1.2. Panorama actual

El control de sistemas rotatorios con eslabones flexibles sigue siendo un
reto debido a las vibraciones y la incertidumbre en el modelado. En la últi-
ma década se han investigado numerosas técnicas de control para abordarlo,
desde métodos clásicos realimentados (PID no lineal con compensación de
gravedad, LQR) hasta enfoques avanzados como control robusto, modos des-
lizantes (SMC), control adaptativo y esquemas backstepping [9].

No obstante, los métodos ŕıgidos tradicionales suelen fallar al aplicarse en
enlaces flexibles por la dinámica distribuida y no lineal, por ello la investi-
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gación reciente ha recurrido cada vez más a las RNA por su capacidad para
aproximar dinámicas complejas [10].

Estas redes se emplean de forma directa (por ejemplo, aprendiendo un
modelo inverso del sistema para generar la acción de control) o indirecta
(por ejemplo, ajustando ganancias de controladores convencionales de mane-
ra adaptativa) [10].

En la literatura reciente abundan los ejemplos: Gao et al. utilizaron RNA
para la supresión de vibraciones y el seguimiento de trayectoria en un ma-
nipulador de dos eslabones flexibles [11]. También se han empleado redes
neuronales recurrentes (RNN) para modelar las dinámicas directa e inversa
de manipuladores flexibles, mejorando el control mediante lazos anticipativos
de compensación [10].

Incluso desde décadas atrás se propuso el uso de modelos inversos neuro-
nales (basados en perceptrones multicapa) para control de brazos flexibles –
por ejemplo, Su y Khorasani (2002) presentaron un controlador inverso con
dos redes MLP en un brazo flexible de una articulación, logrando reducir
error de punta frente a controladores PD convencionales [12].

Un MLP entrenado puede funcionar como modelo inverso dinámico, es
decir, estima la señal de control necesaria para lograr una trayectoria deseada
del sistema, abordando aśı la no linealidad y elasticidad dif́ıcil de compensar
con modelos anaĺıticos sencillos. La estrategia de control inverso neuronal
generalmente involucra entrenar la red de forma supervisada con datos del
sistema (entradas de control y salidas medidas) para que la red aprenda la
dinámica inversa. Por ejemplo, en un manipulador flexible de dos enlaces,
Jamali et al. separaron la identificación en submodelos SISO y usaron un
MLP (estructura NARX) entrenado con datos experimentales para modelar
la dinámica, el MLP logró aproximar mejor el comportamiento del sistema
que una red recurrente Elman, obteniendo menor error cuadrático y resulta-
dos no sesgados [13].

Esto demuestra la capacidad de las MLP para capturar la relación no
lineal entre la acción de control y la respuesta del enlace flexible, lo cual
es clave para un controlador inverso preciso. La ventaja de este aprendiza-
je supervisado es que no requiere un modelo f́ısico exacto, sino que la red
“aprende” directamente del comportamiento medido o simulado del sistema,
incorporando incluso efectos dif́ıciles de modelar. Varios trabajos recientes
enfatizan recopilar datos de alta fidelidad (ya sea de experimentos o de simu-
laciones detalladas) para entrenar estas redes neuronales y luego validar sus
desempeños en entornos de simulación avanzados antes de implementarlos en
la práctica [14].

Además de los controladores puramente neuronales, enfoques h́ıbridos
que combinan RNA con técnicas de control robusto o no lineal han mostrado
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resultados prometedores. Un ejemplo destacado es la combinación de Redes
Neuronales con Modos Deslizantes (SMC). Lima et al. (2021) propusieron un
esquema inteligente donde un controlador SMC para sistemas subactuados
incorpora una red neuronal que compensa incertezas del modelo en tiempo
real [8].El resultado es un controlador capaz de adaptarse continuamente a
las dinámicas no modeladas y atenuar las oscilaciones flexibles.

Otro enfoque h́ıbrido reciente combina un modelo inverso neuronal con
control robusto basado en perturbaciones separadas. Por ejemplo, Li et al.
(2024) desarrollaron un algoritmo inverso adaptativo para un manipulador
espacial de articulación flexible donde el sistema se divide en dos subsistemas
(rápido y lento) mediante teoŕıa de perturbaciones singulares [15]. En el
lazo lento, un controlador inverso genera la señal principal mientras que los
términos inciertos se compensan, una red neuronal de base radial (RBF) se
ajusta en ĺınea para aproximar las dinámicas inciertas, y un término robusto
adicional cancela el error de aproximación [15]. Simulaciones mostraron que
este esquema logra suprimir las vibraciones de alta frecuencia causadas por
la flexibilidad y mantener un seguimiento estable de la trayectoria aun con
perturbaciones externas [15].

En la misma ĺınea, se han integrado redes neuronales con Control Pre-
dictivo Modelo (MPC) para manipuladores flexibles. Un caso es el de Zhang
et al. (2021), quienes propusieron un NMPC no lineal guiado por red neuro-
nal recurrente: primero se entrenó una RNN de tres capas con activaciones
ReLU para aproximar la dinámica del brazo de un grado de libertad (captu-
rando su comportamiento no lineal), luego esa RNN se utilizó dentro de un
MPC como modelo de predicción, optimizándose las acciones de control con
un algoritmo evolutivo [16]. Este controlador h́ıbrido (RNN + MPC) logró
mejoras notables en simulación, cumpliendo los requisitos de precisión en el
posicionamiento al mismo tiempo que redujo los sobrepicos y suprimió la
vibración residual del enlace flexible [16].

Este panorama actual muestra una evolución clara hacia controladores in-
teligentes basados en redes neuronales para sistemas con eslabones flexibles,
a menudo complementados con estrategias robustas o predictivas. Las MLP,
en particular, han emergido como herramientas eficaces para construir mode-
los inversos del sistema, facilitando un control predictivo que contrarresta las
dinámicas elásticas y no lineales. La viabilidad de estos enfoques está respal-
dada por numerosos trabajos: se reportan mejoras significativas en precisión
de seguimiento, supresión de vibraciones y adaptabilidad frente a incerti-
dumbres al incorporar modelos neuronales entrenados en lazo de control. Los
avances revisados sugieren que un controlador RNA inverso basado en MLP,
correctamente entrenado y probado en entornos como MATLAB/Simulink®,
puede abordar eficazmente los desaf́ıos de la flexibilidad estructural, sirviendo
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como aporte novedoso y relevante en el control de manipuladores flexibles.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General:

Desarrollar y evaluar un sistema de control utilizando Redes Neuronales
Artificiales para un sistema rotatorio con eslabón flexible, con el propósito
de mitigar las perturbaciones y minimizar las oscilaciones del sistema.

1.3.2. Objetivos Espećıficos:

Realizar el modelado matemático del sistema rotatorio con eslabón fle-
xible, con el fin de obtener una representación precisa para el diseño y
prueba del sistema de control mediante redes neuronales artificiales.

Reproducir el modelo matemático del Sistema Rotatorio con Eslabón
Flexible en MATLAB/Simulink, para poder representar con exactitud
las oscilaciones del eslabón y la dinámica de rotación.

Diseñar una arquitectura de control basada en Redes Neuronales Arti-
ficiales (RNA) en MATLAB/Simulink, con el fin de mitigar las oscila-
ciones y controlar la posición angular del sistema rotatorio con eslabón
flexible.

Llevar a cabo pruebas de simulación con el fin de evaluar la estabilidad
y el rendimiento del controlador de RNA diseñado, midiendo cuánto
disminuyen las oscilaciones, cuál es el margen de error en estado esta-
cionario, cuánto tiempo tarda en establecerse y cómo se comporta ante
perturbaciones en el sistema simulado.

1.4. Fundamentos teóricos

Se abarca las bases para comprender y desarrollar el modelado de sistemas
rotatorios con eslabon flexible, asi como sus estrategias de control.Para el
modelado matematico se acoge varios principios que describen la dinamica
de un enlace flexible y a la vez el controlador que mejora el comportamiento
del sistema.

1.4.1. Eslabón flexible

En los sistemas con eslabón flexible, los enlaces no ŕıgidos, desempeñan
la transmisión de fuerzas y movimientos en distintos tramos del eslabón.
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Donde esta flexibilidad resulta útil en situaciones que necesiten una respuesta
mas suave, una reducción de oscilaciones y una mejor adaptabilidad frente a
perturbaciones. Este tipo de comportamiento ha sido estudiado en trabajos
recientes como el de Araújo [17], donde se analiza un brazo robótico de dos
eslabones flexible. En dicho estudio, para modelar este tipo de sistemas,
se recurre al uso de teoŕıas de elasticidad y dinámica estructural, lo cual
permitirá modelar las deformaciones del enlace a través del tiempo.

Para tener un análisis adecuado de este tipo de sistemas dinámicos, se
considera tanto las fuerzas internas como externas que actúan sobre el. Para
describir el comportamiento de las deformaciones y vibraciones en la parte
flexible, se utiliza la teoŕıa del haz de Euler-Bernoulli. Un aspecto crucial son
las vibraciones que se producen en el eslabón flexible, ya que estas afectan la
estabilidad, precisión y eficiencia del sistema. Las ecuaciones de movimiento
del eslabón flexible se las puede describir mediante los principios como el de
Hamilton o el Lagrange, tal como se expone en [18].

Otro metodo que captura la dinamica de este tipo de sistemas, es el de
modos asumidos señalado por Lee y Alandoli [19], el cual representa la fle-
xibilidad del eslabón de forma sencilla y sin comprometer el modelo. Esta
técnica es adecuada para sistemas rotatorios con eslabón flexible, donde se
debe tener en claro la relación entre el movimiento rotacional y las oscilacio-
nes del eslabón para su correcto acoplamiento.

1.4.2. Modelado del sistema rotatorio con eslabón flexible

El modelado matemático de sistemas dinámicos, siembra las bases para
entender el funcionamiento y diseñar estrategias de control adecuadas. En
el caso de los sistemas rotacionales con eslabón flexible, se debe de repre-
sentar el funcionamiento del eje rotatorio como las deformaciones del enlace,
permitiendo reducir fenómenos como vibraciones o inestabilidad [20].

Tal como se discute en [21], el control de vibraciones en sistemas con es-
tructuras livianas y flexibles es un reto común en ingenieŕıa, donde el uso de
modelos dinámicos precisos permite evaluar diferentes estrategias de mitiga-
ción, incluso bajo condiciones con restricciones f́ısicas.

Una etapa clave en la formulación del modelo dinámico de sistemas rota-
torios con enlaces flexibles (SREF) es el uso del principio de Hamilton, el cual
permite establecer un equilibrio entre la enerǵıa cinética, la enerǵıa potencial
y el trabajo de las fuerzas no conservativas para derivar las ecuaciones de
movimiento del sistema. Estas formulaciones, son aplicadas y validadas en
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este estudio , será simulada en un entorno como MATLAB/Simulink® para
analizar el comportamiento estructural bajo diferentes condiciones [23, 22].

1.4.3. Hipótesis de Euler–Bernoulli

El sistema de estudio corresponde a un eslabón flexible unido a una base
rotatoria. Para describir su comportamiento se adopta la teoŕıa clásica de
vigas de Euler–Bernoulli, la cual establece que las secciones transversales
permanecen planas y perpendiculares al eje neutro durante la deformación
[24]. Esta hipótesis es válida bajo la condición de pequeñas deformaciones,
lo cual resulta adecuado para el presente caso [25].

Este mismo enfoque ha sido adoptado en trabajos recientes sobre el mo-
delado del sistema rotatorio flexible, donde la teoŕıa de Euler–Bernoulli se
emplea como base para describir la dinámica de flexión [2].

Sea x la coordenada longitudinal a lo largo del eje neutro del eslabón, z
la coordenada transversal medida desde el eje neutro, y α(x, t) la deflexión
transversal de la viga en la dirección z. Los desplazamientos de un punto
genérico de la viga se describen entonces como:

ux(x, z, t) = −z
∂α(x, t)

∂x
, uz(x, t) = α(x, t), (1)

donde ux representa el desplazamiento longitudinal y uz el desplazamien-
to transversal. A partir de este campo de desplazamientos se determina la
deformación longitudinal mediante:

εxx(x, z, t) =
∂ux

∂x
= −z

∂2α(x, t)

∂x2
, (2)

lo que muestra que la deformación es proporcional a la curvatura α′′(x, t)
y depende linealmente de la posición transversal z [26].

Asumiendo que el material es lineal, elástico, homogéneo e isótropo, la
relación constitutiva de Hooke conduce a la tensión normal:

σxx(x, z, t) = E εxx(x, z, t) = −E z α′′(x, t), (3)

donde E es el módulo de Young del material. Esta tensión es la responsa-
ble de los esfuerzos internos que gobiernan la dinámica de flexión de la viga
[27].

Para introducir la inercia del sistema se considera la densidad de masa del
material ρ (kg/m3) y el área de la sección transversal A (m2). El producto:

µ = ρA, (4)
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define la densidad lineal de masa (kg/m), la cual se emplea en las inte-
grales a lo largo de la longitud L del eslabón. Con esta definición se evita
ambigüedad entre la densidad volumétrica del material y la densidad distri-
buida de la viga [28].

1.4.4. Formulación energética del sistema

La dinámica del sistema se obtiene a partir de un enfoque energético que
considera las contribuciones tanto de la base ŕıgida como del eslabón flexible.
El análisis se apoya en la formulación clásica de enerǵıa cinética y enerǵıa
potencial, las cuales se emplearán en el Principio de Hamilton para derivar
las ecuaciones de movimiento [29, 30].

La enerǵıa cinética total T se compone de dos partes: la asociada a la
base ŕıgida rotatoria y la correspondiente al eslabón flexible. Para la base, de
momento de inercia Jbase respecto a su eje de rotación, se tiene:

Tbase =
1
2
Jbase θ̇

2, (5)

donde θ(t) es el ángulo de rotación. En el caso del eslabón flexible, el
desplazamiento transversal absoluto de un punto a distancia x del empotra-
miento se expresa como:

y(x, t) = α(x, t) + x θ(t), (6)

siendo α(x, t) la deflexión relativa y xθ(t) el desplazamiento debido a la
rotación de la base. Su velocidad transversal se deduce como:

ẏ(x, t) = α̇(x, t) + x θ̇(t). (7)

La enerǵıa cinética distribuida del eslabón, con densidad lineal µ, resulta
entonces:

Tflex = 1
2

∫ L

0

µ
(
α̇(x, t) + x θ̇(t)

)2
dx. (8)

La enerǵıa cinética total del sistema se expresa como la suma de ambas
contribuciones:

T = Tbase + Tflex = 1
2
Jbase θ̇

2 + 1
2

∫ L

0

µ
(
α̇(x, t) + x θ̇(t)

)2
dx, (9)

lo cual es consistente con la formulación estándar de sistemas rotatorios
con elementos flexibles [31].
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Por otra parte, la enerǵıa potencial elástica proviene de la deformación
por flexión del eslabón. De acuerdo con la teoŕıa de Euler–Bernoulli, se escribe
como:

U = 1
2

∫ L

0

EI

(
∂2α(x, t)

∂x2

)2

dx, (10)

donde EI es la rigidez a flexión, producto del módulo de Young E por el
segundo momento de área I de la sección transversal [24, 29].

Finalmente, el Principio de Hamilton se formula a partir del funcional:

H =

∫ t2

t1

(
T − U +W

)
dt, (11)

donde W representa el trabajo virtual de las fuerzas externas. En este
caso, la única fuerza generalizada corresponde al par aplicado por el motor
en la base, τ(t), de manera que la variación del trabajo se expresa como:

δW = τ(t) δθ. (12)

Estas formulaciones energéticas constituyen la base para la aplicación del
Principio de Hamilton, que se utilizará para derivar las ecuaciones dinámicas
del movimiento acoplado entre la base y el eslabón flexible [30, 32].

De manera similar, en [2] se plantea la obtención de las ecuaciones dinámi-
cas del sistema a partir del principio variacional de Hamilton, confirmando
la aplicabilidad de este método al caso del eslabón flexible.

1.4.5. Ecuaciones dinámicas mediante Hamilton

Con las expresiones de enerǵıa cinética, enerǵıa potencial y trabajo vir-
tual obtenidas anteriormente, se aplica el Principio de Hamilton para deducir
las ecuaciones de movimiento del sistema. Dicho principio establece que, pa-
ra cualquier variación admisible de los desplazamientos δα(x, t) y δθ(t) con
extremos fijos en los instantes t1 y t2, se cumple [29, 30]:

δ

∫ t2

t1

(
T − U +W

)
dt = 0. (13)

Sustituyendo las expresiones de las enerǵıas y del trabajo virtual, se ob-
tiene:
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δ

∫ t2

t1

[
1
2
Jbaseθ̇

2 + 1
2

∫ L

0

µ
(
α̇(x, t) + xθ̇(t)

)2
dx

− 1
2

∫ L

0

EI
(
α′′(x, t)

)2
dx+ τ(t) θ(t)

]
dt = 0.

(14)

Aplicando cálculo variacional a las coordenadas generalizadas se obtiene,
en primer lugar, la ecuación asociada a la rotación de la base:

Jbaseθ̈(t) + µ

∫ L

0

(
x2θ̈(t) + xα̈(x, t)

)
dx = τ(t) (15)

que refleja cómo la aceleración angular de la base está acoplada a la
dinámica transversal de la viga [31]. Para la coordenada flexible α(x, t) se
obtiene la ecuación en derivadas parciales:

µ α̈(x, t) + µx θ̈(t) + EI α′′′′(x, t) = 0, x ∈ (0, L), (16)

la cual describe la propagación de ondas de flexión bajo el efecto de la
aceleración de la base [32].

Las condiciones de frontera del eslabón flexible se derivan de la confi-
guración empotrado–libre: en x = 0 deben anularse el desplazamiento y la
pendiente:

α(0, t) = 0, α′(0, t) = 0, (17)

mientras que en el extremo libre x = L deben anularse el momento flector
y el esfuerzo cortante, lo que conduce a:

α′′(L, t) = 0, α′′′(L, t) = 0. (18)

Estas condiciones de frontera corresponden al caso clásico de una viga
empotrada en un extremo y libre en el otro [24, 33].

El modelo dinámico continuo queda representado por la ecuación en de-
rivadas parciales (16), acoplada con la ecuación de la base (15) y sujeta a las
condiciones de frontera (17)–(18). Un procedimiento equivalente se encuentra
en [2], donde se obtienen las ecuaciones acopladas de la base rotatoria y el
eslabón flexible, constituyendo el punto de partida para la reducción modal
[29, 32].

1.4.6. Reducción modal del sistema flexible

Las ecuaciones dinámicas del sistema continuo, obtenidas en el aparta-
do anterior, describen con precisión el acoplamiento entre la rotación de la
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base y la flexión del eslabón. Sin embargo, su forma en derivadas parciales
dificulta el análisis directo y la implementación en simulaciones de control.
Por esta razón, se recurre a una proyección modal, en la que la deflexión
transversal α(x, t) se aproxima como combinación de un número finito de
funciones propias de vibración [29, 32].

Sea {ϕi(x)}∞i=1 el conjunto de modos de flexión de una viga de Euler–
Bernoulli empotrada en x = 0 y libre en x = L. Estas funciones satisfacen el
problema propio:

EI ϕ′′′′
i (x) = µω2

i ϕi(x), ϕi(0) = ϕ′
i(0) = 0, ϕ′′

i (L) = ϕ′′′
i (L) = 0,

(19)
donde ωi es la frecuencia natural del i-ésimo modo [24, 33]. La deflexión

transversal se aproxima mediante una truncación modal:

α(x, t) ≈
N∑
i=1

qi(t)ϕi(x), (20)

donde qi(t) son las coordenadas modales generalizadas y N es el número
de modos retenidos en la aproximación.

Las funciones propias cumplen relaciones de ortogonalidad tanto en masa
como en rigidez:

∫ L

0

µϕi(x)ϕj(x) dx = mi δij,

∫ L

0

EI ϕ′′
i (x)ϕ

′′
j (x) dx = ki δij, (21)

donde mi y ki representan, respectivamente, la masa y la rigidez modales,
y δij es la delta de Kronecker. La frecuencia natural del modo se relaciona
mediante ω2

i = ki/mi. El amortiguamiento estructural puede incorporarse de
forma proporcional, con un coeficiente modal ci = 2ζiωimi, siendo ζi el factor
de amortiguamiento adimensional [30]. Además, el término de acoplamiento
inercial con la rotación de la base se cuantifica mediante los coeficientes:

γi = µ

∫ L

0

xϕi(x) dx (22)

que expresan la manera en que la aceleración angular de la base excita
cada modo flexible [31].

Al proyectar la ecuación en derivadas parciales (16) sobre cada función
propia y usar las relaciones de ortogonalidad, se obtiene, para cada coorde-
nada modal qj(t), la ecuación diferencial ordinaria:
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mj q̈j(t) + cj q̇j(t) + kj qj(t) + γj θ̈(t) = 0. (23)

Estas N ecuaciones describen la dinámica de los modos retenidos, todos
ellos acoplados únicamente a través de la aceleración de la base θ̈(t) [29]. Por
su parte, la ecuación de la base toma la forma:

(
Jbase + Ia

)
θ̈(t) +

N∑
i=1

γi q̈i(t) = τ(t), Ia = µ

∫ L

0

x2 dx = µ
L3

3
(24)

donde Ia representa la contribución inercial asociada a la distribución de
masa del eslabón respecto al empotramiento.

En forma matricial, el sistema acoplado de N modos puede expresarse
como:

[
Mq γ
γ⊤ Jbase + Ia

][
q̈(t)

θ̈(t)

]
+

[
Cq 0
0⊤ 0

][
q̇(t)

θ̇(t)

]
+

[
Kq 0
0⊤ 0

] [
q(t)

θ(t)

]
=

[
0

τ(t)

]
, (25)

dondeMq = diag(m1, . . . ,mN),Cq = diag(c1, . . . , cN),Kq = diag(k1, . . . , kN)
y γ = [γ1, . . . , γN ]

⊤.
Este modelo modal truncado permite describir el sistema con un número

reducido de coordenadas y constituye una representación más manejable para
aplicaciones de control [32]. Dado que en la práctica el primer modo de flexión
concentra la mayor parte de la enerǵıa del sistema, resulta habitual aproximar
la dinámica completa reteniendo únicamente dicho modo. A continuación se
adopta esta simplificación, dando lugar a un modelo equivalente de dos grados
de libertad (2-DOF) que conserva el acoplamiento esencial entre la rotación
de la base y la flexión del eslabón [29, 34].

1.4.7. Modelo simplificado de dos grados de libertad

Aunque el modelo modal presentado describe con precisión la dinámica
de la viga flexible, en la práctica resulta conveniente disponer de un modelo
reducido que conserve la interacción esencial entre la rotación de la base
y la flexión del eslabón. En la mayoŕıa de aplicaciones, el primer modo de
vibración concentra la mayor parte de la enerǵıa dinámica del sistema, por lo
que una aproximación razonable consiste en retener únicamente dicho modo
[29, 34].

Para simplificar la notación y facilitar la interpretación f́ısica, se introduce
una nueva variable generalizada α(t), definida como una coordenada modal

22



angular equivalente al primer modo de flexión. Esta variable se expresa en
radianes y debe entenderse como una medida relativa del ángulo de defle-
xión del eslabón respecto a la base. Es importante señalar que, a partir de
esta sección, α(t) se emplea con este nuevo significado angular, distinto de
α(x, t) usado en las secciones previas para denotar la deflexión transversal
en coordenadas espaciales.

De este modo, el sistema queda caracterizado por dos grados de libertad:

θ(t) : ángulo de la base,

α(t) : ángulo relativo equivalente del eslabón flexible.

Sea Jbase el momento de inercia de la base respecto a su eje de rotación
y Jlink el momento de inercia equivalente del eslabón flexible. Si además se
considera una masa puntual mL en el extremo libre a una distancia L, la
inercia total del enlace respecto a la base puede escribirse como:

JT = Jlink +mLL
2. (26)

La representación de la inercia equivalente en este formato se encuentra
ampliamente utilizada en modelos reducidos de manipuladores flexibles [35].

La enerǵıa cinética del sistema se compone de la contribución de la base
y la del eslabón flexible. Para la base se tiene:

Tbase =
1
2
Jbase θ̇

2, (27)

mientras que para el enlace, cuya velocidad angular relativa es (θ̇ − α̇), se
obtiene:

Tlink =
1
2
JT (θ̇ − α̇)2. (28)

Aśı, la enerǵıa cinética total resulta:

T = 1
2
Jbase θ̇

2 + 1
2
JT (θ̇ − α̇)2. (29)

La enerǵıa potencial asociada a la flexión se modela mediante una rigidez
torsional equivalente Kstiff que actúa sobre el ángulo relativo:

U = 1
2
Kstiff α

2. (30)

El uso de un resorte torsional equivalente como aproximación a la enerǵıa
de flexión es común en la literatura para modelos simplificados de vigas [36].

Aplicando la formulación de Lagrange a las coordenadas generalizadas
qi ∈ {θ, α}, y considerando que la única fuerza externa corresponde al par
aplicado τ(t) sobre la base, se obtienen las ecuaciones de movimiento acopla-
das [30]:
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(Jbase + JT ) θ̈(t)− JT α̈(t) = τ(t), (31)

JT (α̈(t)− θ̈(t)) +Kstiff α(t) = 0. (32)

En forma matricial, el modelo reducido de dos grados de libertad puede
escribirse como:[

Jbase + JT −JT
−JT JT

][
θ̈(t)

α̈(t)

]
+

[
0 0
0 Kstiff

] [
θ(t)

α(t)

]
=

[
τ(t)

0

]
. (33)

Este modelo conserva el acoplamiento fundamental entre la dinámica ŕıgi-
da de la base y la flexión del eslabón, constituyendo una representación sim-
plificada que mantiene la fidelidad en el rango de frecuencias de interés [34].
A partir de este punto, el par τ(t) podrá expresarse en función del voltaje
aplicado al motor eléctrico.

1.4.8. Modelo del motor dc y acoplamiento mecánico en el sistema

Para completar el modelo del sistema rotatorio con eslabón flexible es
necesario incluir la dinámica del actuador. Se considera un motor de corriente
continua (dc) acoplado a la base mediante una caja reductora, de modo que
el voltaje aplicado en la armadura se traduce en un par sobre la coordenada
θ [37].

El circuito eléctrico del motor se modela aplicando la ley de Kirchhoff de
voltajes, lo que conduce a:

Va(t) = R i(t) + L
di(t)

dt
+ eb(t), (34)

donde Va(t) es el voltaje de armadura, R la resistencia, L la inductancia,
i(t) la corriente y eb(t) la fuerza contraelectromotriz. Esta última se relaciona
con la velocidad angular del rotor mediante:

eb(t) = Kb θ̇m(t), (35)

siendo Kb la constante de back-EMF y θ̇m(t) la velocidad angular del
eje del motor [38]. En la práctica, la inductancia L suele ser pequeña en
comparación con los términos resistivos, por lo que puede despreciarse. En
tal caso, la ecuación eléctrica se simplifica a:

Va(t) ≈ R i(t) +Kb θ̇m(t). (36)
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El torque desarrollado por el motor es proporcional a la corriente de
armadura:

τm(t) = Kt i(t), (37)

donde Kt es la constante de torque. Esta relación lineal entre corriente
y par es ampliamente documentada en modelos de motores DC [37, 38]. Si
el motor acciona la base mediante una caja reductora de relación Kg, el par
transmitido y la velocidad relativa se expresan como:

τ(t) = Kg τm(t) = KtKg i(t), (38)

θ̇m(t) = Kg θ̇(t), (39)

donde θ(t) es el ángulo de la base. Sustituyendo la corriente a partir de
(36), se obtiene:

i(t) =
Va(t)−KbKgθ̇(t)

R
. (40)

Finalmente, el par transmitido al eje de la base en función del voltaje
aplicado resulta:

τ(t) =
KtKg

R
Va(t)−

KbKtK
2
g

R
θ̇(t). (41)

Este par se acopla directamente a la ecuación de movimiento de la base
del modelo 2-DOF. Sustituyendo en (31) se obtiene:

(Jbase + JT ) θ̈(t)− JT α̈(t) =
KtKg

R
Va(t)−

KbKtK
2
g

R
θ̇(t), (42)

mientras que la ecuación para la coordenada flexible se mantiene como:

JT (α̈(t)− θ̈(t)) +Kstiff α(t) = 0. (43)

En conjunto, estas dos ecuaciones describen la dinámica combinada del
sistema mecánico y del motor DC con reductora [37, 38]. El siguiente paso
consiste en reescribir este modelo en la forma de espacio de estados.

1.4.9. Modelo en espacio de estados del sistema

Con las ecuaciones acopladas obtenidas, es posible construir el modelo en
espacio de estados, una representación particularmente útil para el análisis
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dinámico y el diseño de estrategias de control [30, 37]. Para ello se definen
como variables de estado las posiciones angulares y sus velocidades asociadas:

x1 = θ(t), x2 = α(t), x3 = θ̇(t), x4 = α̇(t). (44)

De esta forma, el vector de estado se expresa como:

x(t) =


x1

x2

x3

x4

 =


θ(t)
α(t)

θ̇(t)
α̇(t)

 . (45)

La entrada del sistema corresponde al voltaje aplicado en la armadura
del motor:

u(t) = Va(t), (46)

y las salidas de interés son el ángulo de la base y el ángulo relativo del
enlace flexible:

y(t) =

[
θ(t)
α(t)

]
. (47)

Recordando las ecuaciones de movimiento con efecto del motor:

(Jbase + JT ) θ̈(t)− JT α̈(t) =
KtKg

R
Va(t)−

KbKtK
2
g

R
θ̇(t), (48)

JT (α̈(t)− θ̈(t)) +Kstiff α(t) = 0, (49)

se despejan θ̈(t) y α̈(t) en función de los estados y la entrada. De este
modo, el sistema adquiere la forma estándar:

ẋ(t) = Ax(t) +B u(t), y(t) = C x(t) +Du(t), (50)

con las matrices:

A =


0 0 1 0
0 0 0 1

0 −Kstiff

Jbase
−KbKtK2

g

RJbase
0

0 −
(

Kstiff

JT
+

Kstiff

Jbase

)
−KbKtK2

g

RJbase
0

 , (51)
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B =


0

0
KtKg

RJbase
KtKg

RJbase

 , (52)

C =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
, D =

[
0
0

]
. (53)

La matriz A recoge la dinámica interna del sistema: los términos −Kstiff

Jbase
y

−Kstiff

JT
representan el efecto restaurador de la rigidez torsional, mientras que

los coeficientes −KbKtK2
g

RJbase
modelan la disipación equivalente introducida por

la fuerza contraelectromotriz del motor [38]. La matriz B muestra cómo el
voltaje aplicado Va(t) influye en la aceleración de los dos grados de libertad.
La matriz C selecciona como salidas los ángulos de interés, y la matriz D es
nula, lo que indica que no existe una relación directa de ganancia estática
entre la entrada y las salidas [30, 39].

1.4.10. Redes neuronales artificiales

Las RNA surgieron como una forma de imitar, el funcionamiento del ce-
rebro humano, permitiendo que las máquinas realicen tareas por śı mismas.
Esta idea fue planteada por primera vez en 1943 por Warren McCulloch y
Walter Pitts, en su trabajo titulado “Un cálculo lógico de las ideas inma-
nentes a la actividad nerviosa”, el cual es considerado uno de los pilares
fundacionales de lo que hoy conocemos como inteligencia artificial [40].

Estas redes están compuestas por unidades de procesamiento denomina-
das neuronas artificiales, las cuales se organizan en capas interconectadas
capaces de aprender patrones complejos a partir de los datos. A diferencia de
los algoritmos tradicionales, las RNA pueden generalizar comportamientos a
partir de ejemplos, lo que las convierte en herramientas ideales para tareas
que requieren aprendizaje y adaptación en entornos no lineales o inciertos[41].

En el ámbito del control de sistemas dinámicos, las RNA han demostrado
ser eficaces al abordar problemas de modelado, identificación y control de
plantas con dinámicas complejas, especialmente en presencia de no lineali-
dades o parámetros desconocidos. Gracias a su capacidad para aproximar
funciones continuas con alto grado de precisión, las RNA se utilizan en es-
quemas tanto directos como inversos de control, facilitando la generación de
señales de control adaptativas y robustas[42].
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1.4.11. Arquitectura de una red neuronal artificial básica

Una RNA básica está conformada por un conjunto de nodos o neuronas
artificiales organizadas en capas: una capa de entrada, una o varias capas
ocultas y una capa de salida. Cada conexión entre neuronas posee un peso
sináptico, que determina la influencia que una neurona tiene sobre otra. La
información fluye hacia adelante a través de la red, donde cada neurona
aplica una función de activación sobre la suma ponderada de sus entradas. Las
funciones de activación comúnmente utilizadas incluyen la sigmoide, tangente
hiperbólica y ReLU, dependiendo del tipo de tarea y comportamiento deseado
[43].

Las arquitecturas de redes neuronales artificiales se pueden clasificar en
tres tipos principales según su estructura y flujo de información: redes feed-
forward de una sola capa, redes feedforward multicapa (MLP) y redes re-
currentes. Las redes feedforward de una sola capa constan de una capa de
entrada que se conecta directamente a la capa de salida, sin realizar pro-
cesamiento intermedio, lo que limita su capacidad de representar funciones
no lineales complejas. Por otro lado, las redes multicapa (MLP), como la
empleada en este trabajo, incorporan una o más capas ocultas que permiten
una mayor capacidad de representación al capturar relaciones no lineales más
complejas entre la entrada y la salida. Estas redes utilizan funciones de ac-
tivación en las neuronas ocultas y, gracias a su conectividad completa entre
capas adyacentes, permiten aproximar funciones arbitrarias según el teore-
ma de aproximación universal. Finalmente, las redes recurrentes introducen
conexiones hacia atrás (feedforward), permitiendo la modelación de dinámi-
cas temporales y la memoria interna, lo que las hace adecuadas para tareas
secuenciales o sistemas con retroalimentación expĺıcita [41].

En este caso, se utilizará el MLP bajo un enfoque de control basado en
modelo inverso, el cual será entrenado para generar la señal de control a partir
de los estados del sistema y la referencia deseada, tema que se desarrolla en
la siguiente subsección.

1.4.12. Perceptrón multicapa

El Perceptrón multicapa (MLP) es una de las redes neuronales más em-
pleadas. Un método fue establecido por Rumelhart, Hinton y Williams [45]
para que una red de este tipo fuera capaz de aprender la relación entre un
grupo de patrones de entrada y sus respectivas salidas. Este procedimiento
se denomina backpropagation error (propagación del error hacia atrás). Se
ha comprobado, gracias al teorema de aproximación universal, que un MLP
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con una única capa oculta y un número suficiente de neuronas es capaz de
aproximar cualquier función continua definida en un subconjunto compacto
de Rn con el nivel de precisión requerido [44].

Un MLP consiste en una capa de entrada, una de salida y al menos una
oculta, no obstante, se ha evidenciado que para la mayoŕıa de los inconve-
nientes basta con tener únicamente una capa oculta [46]. En este tipo de
modelos, las conexiones entre nodos solo se establecen entre las neuronas
de una capa espećıfica y las neuronas de la siguiente, no existen conexiones
laterales ni hacia atrás. Por consiguiente, la información se env́ıa constante-
mente desde la capa de entrada a la de salida. La arquitectura de un MLP
está representada en la figura 1.

Figura 1: Arquitectura de una red MLP

Cada conexión entre neuronas está ponderada por un coeficiente denomi-
nado peso sináptico, el cual representa la fuerza de la conexión. En un MLP
clásico de tres capas, se definen los siguientes conjuntos de pesos:
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wji: peso entre la neurona de entrada i y la neurona oculta j.

vkj: peso entre la neurona oculta j y la neurona de salida k.

Palmer, Montaño y Jiménez [47] afirman que en el algoritmo de propaga-
ción hacia adelante (forward propagation) hay una etapa de entrenamiento o
aprendizaje, en la cual se ajustan los pesos de la red para que la salida obte-
nida por la red cuando se presenta un patrón de entrada espećıfico coincida
con la salida esperada. También existe una fase en la que se proporciona a la
red un patrón de entrada y este es transmitido a través de las capas sucesivas
de neuronas hasta lograr una salida.

Dado un patrón de entrada p, este se expresa como un vector columna:

x(p) = [x
(p)
1 , x

(p)
2 , . . . , x

(p)
N ]⊤ (54)

donde:

x
(p)
i representa la i-ésima caracteŕıstica del patrón p.

N es el número total de entradas de la red.

El supeŕındice (p) indica que el valor corresponde al patrón número p
del conjunto de entrenamiento.

Cada neurona j de la capa oculta recibe las señales de entrada ponderadas
por los pesos wji, y una constante adicional denominada umbral o sesgo θj.
La entrada neta que recibe la neurona j ante el patrón p se define como:

netpj =
N∑
i=1

wji · x(p)
i + θj (55)

donde:

wji es el peso que conecta la entrada i con la neurona oculta j.

θj es el umbral o sesgo de la neurona j, equivalente a un peso adicional
asociado a una entrada constante de valor 1.

netpj representa la entrada total (lineal) a la neurona j para el patrón
p.
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La salida de la neurona j se calcula aplicando una función de activación
no lineal (generalmente sigmoidea) a la entrada neta:

bpj = f(netpj) (56)

donde:

f(·) es la función de activación, comúnmente de tipo sigmoidal: f(z) =
1

1+e−z .

bpj es la salida (activación) de la neurona j de la capa oculta para el
patrón p.

Las salidas de las neuronas ocultas se transmiten hacia las neuronas de
la capa de salida mediante pesos vkj. La entrada neta a la neurona de salida
k es:

netpk =
L∑

j=1

vkj · bpj + θk (57)

donde:

L es el número de neuronas en la capa oculta.

vkj es el peso que conecta la neurona oculta j con la neurona de salida
k.

θk es el umbral (bias) de la neurona de salida k.

netpk es la entrada neta a la neurona k para el patrón p.

Aplicando nuevamente la función de activación (que puede ser sigmoide
o lineal según la tarea), se obtiene la salida final de la neurona k:

ypk = f(netpk) (58)

donde:

ypk es la salida generada por la red para la neurona k al presentarse el
patrón de entrada p.
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Durante el entrenamiento de la red, se busca minimizar la diferencia entre
las salidas producidas por la red ypk y las salidas deseadas dpk mediante una
función de error. El entrenamiento es de tipo supervisado, ya que para cada
entrada se conoce la salida deseada[47].

La función de error para un patrón p se define como:

Ep =
1

2

M∑
k=1

(dpk − ypk)
2 (59)

donde:

dpk es el valor objetivo o deseado para la neurona de salida k.

M es el número total de neuronas en la capa de salida.

Ep es el error para un patrón especifico p.

El error total sobre todos los patrones de entrenamiento se expresa como:

E =
P∑

p=1

Ep (60)

donde P es el número total de patrones de entrenamiento.
El entrenamiento del Perceptrón Multicapa (MLP) tiene como objetivo

minimizar el error total E que comete la red al comparar su salida con la
salida deseada para todos los patrones del conjunto de entrenamiento. Para
ello, se emplea el método del gradiente descendente, el cual consiste en mo-
dificar iterativamente los pesos de la red en la dirección opuesta al gradiente
del error, es decir, en la dirección que reduce más rápidamente dicho error.

El gradiente del error E respecto a un peso cualquiera de la red, por
ejemplo wji, se define como la derivada parcial del error con respecto a ese
peso. Matemáticamente se expresa como:

∂E

∂wji

=
P∑

p=1

∂Ep

∂wji

(61)

donde:

E es el error total acumulado sobre los P patrones.

Ep es el error para un patrón espećıfico p.

wji es el peso que conecta la entrada i con la neurona oculta j.

32



Luego, el ajuste del peso wji se realiza aplicando la regla:

∆wji = −η · ∂E

∂wji

= −η ·
P∑

p=1

∂Ep

∂wji

(62)

donde:

η es la tasa de aprendizaje, un parámetro positivo que controla el ta-
maño del paso en cada iteración.

∆wji es la corrección que se aplicará al peso wji.

Este procedimiento implica los siguientes pasos:

1. Se presentan todos los patrones del conjunto de entrenamiento uno a
uno.

2. Para cada patrón p:

Se lleva a cabo una propagación hacia adelante para conseguir ypk.

Se calcula el error Ep.

Se determina el gradiente ∂Ep

∂wji
utilizando la regla de la cadena

(backpropagation del error), moviéndose hacia atrás desde la capa
de salida a las capas previas.

3. Una vez presentados todos los patrones, se acumulan los gradientes de
todos los patrones (modo batch).

4. Por último, se actualizan los pesos utilizando la regla previa.

Este procedimiento se repite durante numerosas épocas o iteraciones hasta
que el error total E llega a un nivel bajo o se cumple algún criterio de
detención (como, por ejemplo, la saturación del error o un número máximo
de épocas).

Es importante señalar que la dirección del gradiente ∇E indica el sentido
de mayor aumento del error, por lo cual su opuesto (−∇E) nos conduce a dis-
minuirlo de la manera más eficiente posible. Este principio es el fundamento
del algoritmo de entrenamiento backpropagation, que se usa frecuentemente
en redes MLP.

El MLP, al poseer esta habilidad de aprender relaciones no lineales com-
plejas, se convierte en una herramienta versátil para el diseño de controla-
dores en sistemas dinámicos, sobre todo en los con comportamientos que no
son lineales en gran medida y con acoplamientos, como el SREF del presente
proyecto.
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1.4.13. Control por modelo inverso del sistema

El control neuronal por modelo inverso es una estrategia de control que
emplea la dinámica inversa del proceso para cancelar la dinámica natural del
mismo. El objetivo principal es generar una señal de control que minimice
el error entre la salida del sistema y la referencia deseada [48]. Este enfoque
parte del principio de que, si se dispone de una aproximación adecuada del
modelo inverso de la planta, la conexión en cascada entre el controlador
neuronal y el proceso resulta en un mapeo cercano a la identidad entre la
referencia y la salida [50].

Según [49], “El control por modelo inverso busca cancelar la dinámica
de la planta, una red neuronal constituye una aproximación matemática de
dicho inverso”. En este trabajo se emplea un perceptrón multicapa (MLP),
configurado para recibir como entradas valores actuales y retardados tanto
de la señal de control u(k), u(k − 1), . . . , u(k − N) como de la salida de la
planta y(k), y(k − 1), . . . , y(k − N). Esta incorporación de retardos permite
que la red capture el comportamiento dinámico del sistema y aprenda una
representación no lineal de su inverso.

Durante la fase de entrenamiento es habitual excitar la planta con señales
escalón de diferentes magnitudes y tiempos de aplicación aleatorios, con el
fin de cubrir un rango amplio de operación y generar una base de datos
representativa [51, 52]. Posteriormente, los datos se dividen en conjuntos de
entrenamiento, validación y prueba, lo cual permite ajustar la red neuronal
y evitar problemas de sobreentrenamiento, garantizando aśı una adecuada
capacidad de generalización [53, 54].

En lo referente al algoritmo de entrenamiento, el método Levenberg–
Marquardt es uno de los más empleados en este tipo de aplicaciones debido
a su rapidez de convergencia y capacidad para alcanzar errores pequeños
[49, 55]. La literatura especializada también recomienda complementar es-
te entrenamiento con técnicas de regularización y validación cruzada, con el
propósito de mitigar el sobreajuste y asegurar que la red neuronal modele de
forma robusta el inverso del sistema [56, 57].

En la Figura 2 se representa el esquema general del control neuronal por
modelo inverso, donde el neurocontrolador genera la señal de control a partir
de la referencia y señales retardadas, mientras que el neuro-emulador estima
el comportamiento de la planta para calcular el error utilizado en el ajuste
del controlador.
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Figura 2: Control neuronal general por modelo inverso. Tomado de [58].

1.5. Métricas de evaluación

Para evaluar el desempeño del controlador neuronal y analizar la cali-
dad del seguimiento frente a la referencia, se emplearon diversas métricas
ampliamente utilizadas en control y procesamiento de señales. A continua-
ción, se presenta una descripción breve de cada una junto con su formulación
matemática.

Error cuadrático medio (RMSE):mide el promedio del error cuadráti-
co entre la señal deseada y la señal obtenida. Penaliza de forma signi-
ficativa los errores de gran magnitud.

RMSE =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(yi − ŷi)2 (63)

Error absoluto medio (MAE): representa el promedio del valor
absoluto del error. Penaliza todos los errores de manera lineal.

MAE =
1

N

N∑
i=1

|yi − ŷi| (64)

Coeficiente de determinación (R2): indica qué tan bien el modelo
reproduce la variabilidad de la señal objetivo. Valores cercanos a 1
representan un ajuste adecuado.

R2 = 1−
∑N

i=1(yi − ŷi)
2∑N

i=1(yi − ȳ)2
(65)
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Integral del error absoluto (IAE): cuantifica el error absoluto acu-
mulado a lo largo del tiempo. Es útil para evaluar errores persistentes.

IAE =

∫ T

0

|e(t)| dt (66)

Integral del error cuadrático (ISE): mide el error cuadrático acu-
mulado en el tiempo. Otorga mayor peso a los errores grandes.

ISE =

∫ T

0

e2(t) dt (67)

Integral del error absoluto ponderado en el tiempo (ITAE):
pondera el error absoluto multiplicándolo por el tiempo, penalizando
más los errores que ocurren en etapas tard́ıas.

ITAE =

∫ T

0

t |e(t)| dt (68)

Integral del error cuadrático ponderado en el tiempo (ITSE):
similar al ITAE, pero penalizando de manera cuadrática los errores,
resaltando aquellos que se mantienen o aumentan en el tiempo.

ITSE =

∫ T

0

t e2(t) dt (69)

1.6. Marco contextual

El presente trabajo de titulación se desarrolla en la carrera de Ingenieŕıa
en Electrónica y Automatización de la Universidad Estatal Peńınsula de San-
ta Elena, haciendo uso de los recursos disponibles en el Laboratorio de Con-
trol de Procesos. Dicho laboratorio constituye principalmente un espacio de
trabajo académico en el que los estudiantes pueden desarrollar proyectos
de simulación y análisis. Dentro de este marco, MATLAB/Simulink® es la
plataforma central de desarrollo debido a sus capacidades avanzadas permi-
te representar el comportamiento del sistema rotatorio con eslabón flexible,
analizar su respuesta frente a distintas condiciones de operación y verificar
la viabilidad del controlador RNA propuesto antes de su futura aplicación en
entornos reales.

El principal beneficiario directo de este trabajo es la comunidad académi-
ca de la Universidad, dado que la metodoloǵıa propuesta y los resultados
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obtenidos podrán servir como material de referencia en asignaturas vincula-
das a control automático, robótica, simulación de sistemas.

A nivel externo, la propuesta resulta pertinente para sectores en los que se
requiera el diseño de estrategias de control para sistemas flexibles, tales como
la robótica colaborativa, la automatización industrial, el área aeroespacial o
el diseño de manipuladores ligeros. La metodoloǵıa planteada es escalable y
replicable, lo que facilita su adaptación a diferentes contextos y condiciones
de operación.
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2. Métodos y diseño experimental

El presente caṕıtulo describe los enfoques metodológicos utilizados para
el desarrollo del modelo matemático, la creación del controlador basado en
RNA, aśı mismo las métricas utilizadas para evaluar su desempeño.

2.1. Métodos de investigación

2.1.1. Investigación documental

Se realizó una revisión bibliográfica detallada sobre el modelado dinámico
de sistemas mecánicos flexibles, los fundamentos matemáticos aplicables (co-
mo la teoŕıa de Euler-Bernoulli), y el uso de RNA como técnicas de control
no lineal. Esta etapa de documentación permitió la creación del marco teóri-
co requerido para respaldar el empleo de un Perceptrón Multicapa (MLP)
como controlador inverso, basándose en investigaciones cient́ıficas actuales
acerca del control de manipuladores flexibles y de la inteligencia artificial
implementada en sistemas dinámicos.

2.1.2. Investigación anaĺıtica

Se formularon las ecuaciones matemáticas que describen la dinámica del
sistema rotatorio flexible, considerando tanto la base como el eslabón elástico.
A partir de estas ecuaciones se construyó un modelo en espacio de estados,
que fue posteriormente utilizado como base para la generación de datos de
simulación. Esta etapa también incluyó el análisis de estabilidad, resonancia
y vibración, con el objetivo de identificar las variables cŕıticas que afectan el
comportamiento del sistema.

2.1.3. Modelado y simulación

Se desarrolló un entorno de simulación en MATLAB/Simulink que integra
el modelo matemático del sistema con las condiciones dinámicas correspon-
dientes. En este entorno se diseñó un conjunto de pruebas virtuales en las que
se introdujeron señales de referencia escalonadas y perturbaciones controla-
das. El entorno sirvió como banco de pruebas tanto para validar el modelo
como para generar los datos de entrenamiento y validación de la red neuronal.

2.1.4. Investigación aplicada

Se entrenó una red neuronal artificial tipo MLP como modelo inverso del
sistema, empleando el conjunto de datos generados en la simulación. La red
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fue incorporada como controlador dentro del entorno MATLAB/Simulink,
en sustitución de un esquema de control clásico. Se evaluó el desempeño
del controlador neuronal mediante métricas de seguimiento de referencia,
reducción de vibraciones y robustez ante perturbaciones, demostrando la
aplicabilidad del enfoque propuesto en el contexto de sistemas no lineales
con dinámica flexible.

2.2. Descripción del proyecto

El presente proyecto de titulación se enfoca en el diseño y simulación de un
sistema de control basado en RNA para un sistema rotatorio con un eslabón
flexible, el cual está inspirado en el Rotary Flexible Link de Quanser. Se
busca desarrollar una estrategia de control que permita seguir una referencia
dada y minimizar la oscilacion en la punta del enlace flexible.

Para lograr este cometido, primero se lleva a cabo el modelado matemáti-
co del sistema, considerando las dinámicas del eje rotatorio y las propiedades
mecánicas del eslabón flexible, asi mismo el acople entre ambos componen-
tes. Este modelo teórico sirve como base para el desarrollo del controlador
neuronal, teniendo en cuenta que el sistema presenta comportamientos no
lineales.

Una vez obtenido el modelo matemático, se procede a usar un entorno de
simulación como MATLAB/Simulink (R2022b)®. En donde permite emular
el comportamiento del sistema, incluyendo la presencia de perturbaciones
externas y variaciones en los parámetros del modelo. La simulación considera
dos variables para el control: el ángulo de rotación (θ), que determina la
posición angular del eje principal, y el ángulo de flexión (α), que representa
la deflexión del eslabón flexible.

Dado que el entorno de MATLAB/Simulink (R2022b)® permite simular
el sistema, se propone la aplicación de un control basado en RNA, el cual
se entrena para adaptarse a las dinámicas cambiantes del sistema. Donde
a diferencia de los controladores tradicionales como el PID en sistemas no
lineales presentan una efectividad limitada, las RNA poseen la capacidad de
aprender dependiendo el datasaet correspondiente para su desenvolvimiento.

Cabe destacar que este proceso, sienta las bases para futuras implemen-
taciones f́ısicas donde la metodoloǵıa empleada permite identificar posibles
desaf́ıos en una implementación f́ısica, tales como la sensibilidad a ruido en los
sensores, la necesidad de un procesamiento en tiempo real y las limitaciones
asociadas a la potencia del actuador.
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2.3. Componentes de la propuesta

Se presenta a la parte lógica del proyecto, o sea, el software que se em-
pleará en la investigación, mencionando las herramientas que posibilitan la
simulación y el análisis del comportamiento de sistemas dinámicos. Todo esto
contribuye a lograr una mejor comprensión de cómo se comporta el sistema
y a poner a prueba distintas soluciones.

2.3.1. Componentes lógicos

Software MATLAB

Este software resalta por su ambiente interactivo y la utilización de li-
breŕıas especializadas, lo que le da ventajas particulares frente a otros pro-
gramas de cálculo matemático. Cada una de estas bibliotecas incluye bloques
independientes, lo que posibilita que el usuario emule, implemente y verifique
diversos tipos de sistemas dinámicos dependientes del tiempo. Simulink®
también está incluido en el entorno de MATLAB®, lo que proporciona ac-
ceso a una extensa gama de herramientas que facilitan el diseño de algoritmos
y la visualización y análisis de los resultados generados en las simulaciones
[59].

Deep Learning Toolbox

Deep Learning Toolbox™ es una herramienta que proporciona al usuario
un conjunto de funciones, bloques y aplicaciones gráficas para Simulink®,
todos ellos creados con el propósito de simplificar la simulación, prueba y
desarrollo de redes neuronales artificiales [60].

2.4. Desarrollo controlador RNA

Esta sección detalla las fases realizadas para diseñar, entrenar y evaluar
un controlador de tipo Perceptrón multicapa (MLP) basado en RNA, con
una perspectiva de modelo inverso, para el sistema rotatorio que tiene un
eslabón flexible. El proceso total se fraccionó en cuatro etapas: simulación
de lazo abierto, creación del conjunto de datos, entrenamiento del modelo
neuronal y puesta en funcionamiento del controlador de lazo cerrado.

2.4.1. Simulación del sistema en lazo abierto

Para generar los datos necesarios en el entrenamiento del modelo inverso
basado en RNA, se llevó a cabo una simulación en lazo abierto del SREF.
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Esta simulación permitió observar el comportamiento dinámico del sistema
ante distintas excitaciones y recopilar las señales de entrada y salida corres-
pondientes.

Tomando en cuenta una integración de tipo Euler con un paso de simula-
ción de dt = 0,02 segundos, el sistema fue modelado en el dominio del tiempo
discreto a través de su representación en espacio de estados. Para el modelo
linealizado del sistema, se utilizó un punto de operación que está centrado
en la base rotatoria, la flexión del eslabón y la dinámica del motor.

Los parámetros f́ısicos empleados en dicha simulación se presentan en el
Cuadro 1. Estos valores permiten caracterizar de manera precisa la dinámi-
ca mecánica y eléctrica del sistema, constituyendo la base para la correcta
generación de los datos de entrenamiento de la RNA.

Cuadro 1: Parámetros f́ısicos del sistema rotatorio con eslabón flexible.
Parámetro Descripción Valor

L Longitud del eslabón flexible 0,45 m

ml Masa distribuida del eslabón 0,0008 kg

Jlink Inercia del eslabón 0,0042 kg·m2

mb Masa puntual de la base 0,05 kg

Jb Inercia de la base mb · L2

Jload Inercia total del eslabón + base Jlink + Jb

Jbase Inercia de la base motriz 0,002 kg·m2

R Resistencia eléctrica del motor 2,6 Ω

Kg Relación de engranaje 70

Kt Constante de torque del motor 0,00767 N·m/A

Kb Constante de fuerza contraelectromotriz 0,00767 V·s/rad
Km Constante del motor 0,00767

fc Frecuencia natural de vibración 1,9 Hz

Kstiff Constante de rigidez del eslabón (2πfc)2 · Jload

Para generar las señales de excitación durante la simulación, se utilizó
una entrada tipo escalón aleatorio, generada con un valor distinto cada 2
segundos, dentro del rango [−1,5, 1,5] V. Este tipo de señal permite obtener
una variedad de cambios, lo cual favorece el aprendizaje por modelo inverso
de la red neuronal.

El modelo fue simulado durante 1000 segundos, y se registraron las salidas
del sistema en cada instante de muestreo, correspondientes a:

Ángulo de la base rotatoria θ(t)

Ángulo de flexión del eslabón α(t)

Velocidad angular de la base θ̇(t)

Velocidad angular del eslabón α̇(t)
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En la Figura 3 se presenta el resultado de la simulación en lazo abierto,
incluyendo la entrada aplicada y las salidas obtenidas.
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Figura 3: Simulación en lazo abierto del sistema ante entrada escalonada
aleatoria

Toda esta información fue almacenada en un archivo de datos para ser
procesada posteriormente en la etapa de generación del conjunto de entrena-
miento para la red neuronal.

2.4.2. Generación del conjunto de datos para entrenamiento

Después de la simulación en lazo abierto, se crea el conjunto de datos
que será utilizado para capacitar la red neuronal del modelo inverso. En esta
fase, las variables del sistema se eligen y se organizan en vectores de entrada
y salida que capturan apropiadamente la dinámica del proceso.

El conjunto de datos incluye una serie de regresores históricos de las
salidas, sus derivadas, la referencia deseada y la acción de control aplicada.
La finalidad es que, con esta información pasada, la red neuronal tenga la
capacidad de predecir la entrada óptima u(k) para que el sistema continúe
siguiendo la referencia deseada θref(k).

Estructura del conjunto de entrenamiento

El vector de entrada para la red neuronal en el instante de tiempo k está
compuesto por 11 regresores, organizados como se muestra en el Cuadro 2.
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Cuadro 2: Regresores utilizados como entradas del modelo inverso.

Regresor Descripción Śımbolo

1 Ángulo de la base actual θ(k)

2 Ángulo de la base en k−1 θ(k−1)

3 Ángulo de la base en k−2 θ(k−2)

4 Ángulo del eslabón en k−1 α(k−1)

5 Ángulo del eslabón en k−2 α(k−2)

6 Velocidad angular de la base en k−1 θ̇(k−1)

7 Velocidad angular de la base en k−2 θ̇(k−2)

8 Velocidad angular del eslabón en k−1 α̇(k−1)

9 Entrada aplicada en k−1 u(k−1)

10 Entrada aplicada en k−2 u(k−2)

11 Entrada aplicada en k−3 u(k−3)

Como se observa en el Cuadro 2, los regresores incluyen tanto variables
de posición y velocidad como las entradas pasadas aplicadas al sistema. Esta
combinación busca capturar la memoria dinámica del proceso, lo que permite
que la RNA pueda aproximar de manera más precisa la relación inversa entre
la referencia deseada y la señal de control u(k).

La salida deseada para cada muestra del dataset es la acción de control
u(k) aplicada en ese instante. El conjunto final contiene pares ordenados de
la forma:

Entrada: xk = [θref(k), θ(k−1), θ(k−2), . . . , u(k−3)]⊤, Salida: u(k) (70)

Procesamiento y visualización

Finalmente, los datos se graficaron para verificar su coherencia y poste-
riormente fueron almacenados en un archivo .mat para ser empleados en la
etapa de entrenamiento. La Figura 4 muestra un ejemplo de la visualización
de los regresores empleados.
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Figura 4: Visualización de los regresores del conjunto de entrenamiento.

La Figura 4 muestra los regresores que se consideraron para entrenar el
modelo inverso. Las variables utilizadas como entradas, las cuales equivalen a
las salidas del sistema que se han medido, están en la parte inferior; mientras
que la señal de control u(k), que representa la salida esperada del modelo, se
encuentra en la parte superior. Esta etapa es fundamental, ya que la elección
y el orden adecuados de los regresores influyen directamente en el aprendizaje
del modelo inverso, lo cual permite capturar la dinámica real del sistema.

2.4.3. Entrenamiento del modelo inverso con RNA

En esta fase se entrena una red neuronal artificial (RNA) del tipo Per-
ceptrón Multicapa (MLP) para que actúe como modelo inverso del SREF.
El objetivo es que, dada una referencia deseada y un conjunto de regreso-
res históricos del sistema, la red prediga la señal de control u(k) que debe
aplicarse para seguir dicha referencia.

44



Figura 5: Esquema del proceso de identificación de la dinámica inversa del
SREF.

El diagrama de la Figura 5 resume el proceso de identificación inversa.
Este esquema permite visualizar claramente cómo se organiza el flujo de
información durante el entrenamiento de la RNA, destacando la relación
entre los regresores empleados y la señal de control que la red debe aprender
a predecir.

Arquitectura de la red neuronal

Se utilizó una red feedforward con entrenamiento supervisado mediante
el algoritmo Levenberg-Marquardt, conocido por su rápida convergencia en
tareas de regresión no lineal [47]. Para determinar la mejor configuración, se
evaluaron distintas combinaciones de capas ocultas y funciones de activación,
las cuales se resumen en la Cuadro 3.

Cuadro 3: Configuraciones probadas para la red neuronal MLP.

Configuración Capas Ocultas Funciones de Activación

C1 [15] logsig – purelin

C2 [20] logsig – purelin

C3 [20, 10] logsig – logsig – purelin

C4 [25, 15] logsig – logsig – purelin

C5 [12, 2] logsig – logsig – purelin

C6 [30, 20] logsig – logsig – purelin
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Tras entrenar las diferentes configuraciones mostradas en el Cuadro 3,
se obtuvieron las curvas de error cuadrático medio (MSE) correspondientes
a las arquitecturas con desempeño más representativo. En la Figura 6 se
presentan las trayectorias del error para cuatro de las seis redes evaluadas.
En todos los casos se observa que las curvas de entrenamiento y validación
tienden a converger de manera estable, lo que indica que las arquitecturas
seleccionadas poseen una adecuada capacidad de aprendizaje del modelo in-
verso. No obstante, cada red presenta caracteŕısticas particulares en cuanto
a la rapidez de descenso del error y la suavidad en las trayectorias, reflejando
el efecto de la variación en el número de neuronas y capas ocultas.
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Figura 6: Curvas de MSE para cuatro de las arquitecturas neuronales eva-
luadas durante el entrenamiento del modelo inverso.

Parámetros de entrenamiento

Los parámetros empleados en el entrenamiento de la red se presentan en
el Cuadro 4. Se seleccionaron estos valores para garantizar que el modelo
convergiera de manera adecuada sin sobreajustarse, manteniendo un balance
entre la capacidad de generalización y la precisión.

46



Cuadro 4: Parámetros de entrenamiento de la red neuronal.
Parámetro Valor

Algoritmo Levenberg-Marquardt (trainlm)

Número máximo de épocas 600

Error objetivo 10−4

Tasa de validación 10%

Proporción de entrenamiento 85%

Normalización mapminmax en entradas y salidas

La comparación entre la salida real del sistema y la que estima la red
neuronal artificial entrenada se presenta en la Figura 7. Se nota una buena
coincidencia, lo que muestra que la red consiguió aprender la relación inversa
del sistema.
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Figura 7: Comparación entre u(k) real y u(k) estimado por la RNA

Exportación del modelo entrenado

Una vez concluido el proceso de entrenamiento, la red neuronal entrenada
fue exportada y guardada como un archivo .mat para su posterior implemen-
tación como controlador:

save red inversa MLP con orden y historial.mat net
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Este modelo será integrado en el sistema de control en la siguiente fase,
en donde se pondrá a prueba en simulaciones en lazo cerrado para evaluar
su capacidad de seguimiento de la referencia.

2.4.4. Implementación del controlador neuronal

Una vez entrenada la red neuronal artificial (RNA) del tipo MLP como
modelo inverso del sistema, se procedió a su implementación como controla-
dor. En esta etapa se busca evaluar la capacidad del controlador por modelo
inverso para generar la señal de control u(k) que permita al sistema rotatorio
con eslabón flexible seguir una referencia deseada θref(k).

Antes de presentar el esquema implementado en Simulink, es conveniente
ilustrar la estructura conceptual del controlador basado en el modelo inverso.
Esta representación muestra cómo la RNA utiliza la referencia y los regresores
del sistema para producir la acción de control aplicada a la planta.

Figura 8: Diagrama del controlador neuronal por modelo inverso del SREF.

La Figura 8 muestra la estructura conceptual del controlador neuronal
implementado a partir del modelo inverso entrenado. Este diagrama resume
el flujo de información en lazo cerrado, donde la RNA genera en cada instante
la señal de control necesaria para hacer que el sistema siga la referencia.

La RNA fue cargada desde el archivo .mat generado durante el en-
trenamiento, y posteriormente exportada a Simulink mediante el comando
gensim(net). Con ello se diseñó una estructura modular en la cual el blo-
que de red neuronal recibe como entradas los regresores correspondientes:
referencia actual, salidas pasadas del sistema y entradas de control previas.

El controlador entrega como salida la estimación û(k), que es aplicada a
la planta simulada en espacio de estados.
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En la Figura 9 se presenta el esquema general del modelo implementado
en Simulink.

Figura 9: Estructura general del contolador RNA en Simulink

En este modelo, el bloque de red neuronal recibe los siguientes regresores,
estructurados en un vector de entrada:

θ(k − 1), θ(k − 2)

α(k − 1), α(k − 2)

θ̇(k − 1), θ̇(k − 2)

α̇(k − 1)

u(k − 1), u(k − 2), u(k − 3)

Esta implementación permite ejecutar simulaciones para verificar el des-
empeño del sistema controlado ante diferentes secuencias de referencia. Los
resultados obtenidos se discutirán a detalle en el siguiente caṕıtulo, dedicado
al análisis de desempeño del controlador.

49



3. Resultados

En la sección anterior se describió en detalle el diseño del controlador
neuronal basado en el modelo inverso del (SREF). Para ello, se entrena-
ron múltiples RNA del tipo (MLP), con diferente número de capas ocultas,
funciones de activación y parámetros de entrenamiento, para su posterior
simulacion en lazo cerrado.

Se presenta los resultados obtenidos, al usar diferentes señales de referen-
cia, permitiendo analizar el desempeño de las RNA mediante métricas como,
el error cuadrático medio (RMSE), el sobrepaso, el tiempo de establecimien-
to y la estabilidad general del sistema. Además, se comparan las mejores y
peores configuraciones entrenadas, y se incluye un análisis de robustez ante
variaciones en la señal de referencia y en los parámetros del sistema.

3.1. Requerimientos del sistema de control

A continuación los requerimientos que orientan el diseño y la evaluación
del sistema de control basado en redes neuronales artificiales (RNA). En
el Cuadro 5 se resumen los criterios principales que garantizan el correcto
funcionamiento del sistema rotatorio controlado, considerando seguimiento,
rapidez, estabilidad y robustez.

Cuadro 5: Requerimientos principales del sistema de control RNA.
N.° Requerimiento Descripción

1 Seguimiento de refe-
rencia

La salida angular θ(k) debe seguir la referencia θref (k) con un
error estacionario menor al 2%.

2 Estabilidad del sistema El sistema tiene que conservar la estabilidad BIBO en situa-
ciones normales de funcionamiento.

3 Rapidez de respuesta La duración del tiempo de establecimiento frente a una entrada
tipo escalón no debe exceder los 8 s.

4 Limitación del sobre-
impulso

El sobreimpulso máximo permitido será menor al 5%.

5 Robustez ante pertur-
baciones

El sistema tiene que restaurar la referencia cuando ocurran
alteraciones de hasta ±5% del valor nominal.

Como se aprecia en el Cuadro 5, los requerimientos definen los objetivos
de desempeño que se esperan alcanzar con las diferentes configuraciones de
las RNA. El cumplimiento de estos parámetros se verifica posteriormente
mediante los resultados experimentales y las métricas de error obtenidas para
cada tipo de señal de referencia.
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3.2. Restricciones del sistema de control

Las restricciones establecen las condiciones bajo las cuales se realizaron
las simulaciones y entrenamientos de las RNA. Estas limitaciones son nece-
sarias para acotar el comportamiento del modelo experimental y asegurar
coherencia entre los escenarios de prueba. En el Cuadro 6 se presentan las
principales restricciones aplicadas durante el desarrollo del sistema.

Cuadro 6: Restricciones principales del sistema de control RNA.
N.° Restricción Descripción

1 Modelo f́ısico conside-
rado

El modelo dinámico representa un sistema rotatorio con un
eslabón flexible. Se incluyen las variables angulares θ y α, sin
considerar fricción no lineal, acoplamientos externos ni cargas
adicionales.

2 Simulación discreta Teniendo en cuenta el modelo identificado del sistema, las si-
mulaciones se ejecutan en un dominio discreto con un tiempo
de muestreo de Ts = 0,02 segundos.

3 Tipo de señales de re-
ferencia

Se utilizan señales de entrada del tipo: (i) escalón sencillo, (ii)
escalón periódico constante y (iii) escalón periódico variable,
con peŕıodos y amplitudes determinados para cada situación.

4 Arquitectura de la
RNA

Se emplea una red MLP que posee dos capas ocultas. funcio-
nes de activación como purelin y logsig, y la capacitación a
través del algoritmo trainlm.

5 Entorno de simulación Se desarrolla en un ambiente computacional como MATLAB/-
SIMULINK y se evalua los resultados sin aplicasrlos en tiempo
real.

Estas restricciones nombradas en el Cuadro 6 son las que rigen la inter-
pretación correspondiente de los resultados evaluador posteriormente.

3.3. Influencia de la arquitectura de la red MLP en el
desempeño del modelo inverso

Durante el proceso de entrenamiento se evaluaron distintas configuracio-
nes de redes neuronales MLP que difieren en el número de capas ocultas y la
cantidad de neuronas por capa, como se muestra en el Cuadro 7.
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Cuadro 7: Configuraciones probadas para la red neuronal MLP.

Configuración Capas Ocultas Funciones de Activación

C1 [15] logsig – purelin

C2 [20] logsig – purelin

C3 [20, 10] logsig – logsig – purelin

C4 [25, 15] logsig – logsig – purelin

C5 [12, 2] logsig – logsig – purelin

C6 [30, 20] logsig – logsig – purelin

Este análisis ayuda a comprender cómo esta configuración de arquitec-
tura influye en la capacidad de la red para aprender el modelo inverso del
SREF y en el comportamiento dinámico obtenido durante las simulaciones
de seguimiento de θ y α.

Los resultados de la investigación estructural de las RNA se presentan en
cuatro secciones: (i) el impacto del número de capas ocultas, (ii) el impacto
de la cantidad de neuronas, (iii) la mejor configuración elegida, y (iv) los li-
neamientos generales de diseño que se extraen de las pruebas experimentales.

3.3.1. Efecto del número de capas ocultas

El Cuadro 8 muestra el efecto de modificar el numero de capas de la red,
comparando los casos con una y dos capas ocultas. Se observa que una única
capa presenta limitaciones para modelar la dinámica completa del sistema,
mientras que dos capas permiten una representación jerárquica más rica y
un mejor seguimiento de las variables del sistema.
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Cuadro 8: Influencia del número de capas ocultas en el comportamiento del
modelo inverso.

Efecto del número de capas ocultas

N.° Configuración Comportamiento y análisis

1 Una capa oculta
(C1–C2)

Limitaciones en la representación de dinámicas no lineales que son
complejas. Aprenden la tendencia general del sistema, sin embar-
go, no consiguen replicar correctamente los acoplamientos entre θ
y α. Como consecuencia, se da un seguimiento que incluye sobre-
tiros y oscilaciones debido a una representación insuficiente de la
dinámica inversa.

2 Dos capas ocul-
tas (C3–C6)

La primera capa aprende las combinaciones esenciales de las va-
riables (derivadas, retardos y ángulos), y la segunda capa mejora
esas conexiones. Esto da como resultado un seguimiento más pre-
ciso y estable de θ, con una reducción en las oscilaciones de α. Sin
embargo, un número muy alto de capas o neuronas puede generar
sobre entrenamiento.

El uso de dos capas ocultas proporciona un equilibrio adecuado entre
precisión y estabilidad para modelar la naturaleza inversa y acoplada del
SREF.

3.3.2. Efecto del número de neuronas por capa

El Cuadro 9 resume la influencia de la cantidad de neuronas por capa
sobre la capacidad de ajuste y la estabilidad de la red. En general, se en-
contró que un número moderado de neuronas proporciona un buen equilibrio
entre precisión, rapidez de aprendizaje y comportamiento f́ısico coherente del
modelo inverso.

Cuadro 9: Influencia del número de neuronas del modelo inverso.
Efecto del número de neuronas por capa

N.° Configuración Comportamiento y análisis

1 Pocas neuronas Capacidad de ajuste escasa, con respuestas más lentas y la pre-
sencia de sobretiros. La red no logra retratar completamente la
dinámica del sistema, lo que produce un rendimiento estable aun-
que lento.

2 Cantidad mode-
rada de neuronas
(C3–C5)

Equilibrio adecuado entre la estabilidad y la precisión. Sin causar
sobreoscilaciones, capturan correctamente la relación no lineal en-
tre θ, α y sus derivadas. Ofrecen un comportamiento suave de α
y un seguimiento de θ con un sobretiro que es moderado..

3 Exceso de neuro-
nas (C6)

La habilidad de ajuste se incrementa, pero a la vez lo hace la sen-
sibilidad al ruido y el peligro de sobreentrenamiento. Se registran
sobretiros grandes, oscilaciones constantes y pérdida de genera-
lización porque la red tiene la tendencia a memorizar los datos
utilizados para el entrenamiento.
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Los resultados experimentales confirman que mantener una cantidad mo-
derada de neuronas (entre 10–25 en la primera capa y 2–6 en la segunda)
permite una modelación adecuada sin pérdida de estabilidad ni sobreajuste.

3.3.3. Selección de la configuración óptima

El Cuadro 10 presenta el análisis detallado de la configuración óptima se-
leccionada C5 = [12, 2], la cual mostró el mejor desempeño global en términos
de estabilidad y generalización.

Cuadro 10: Análisis de la configuración óptima seleccionada (C5 = [12, 2]).
Configuración óptima del modelo inverso

N.° Caracteŕıstica Descripción y justificación

1 Arquitectura
[12, 2]

Dos capas ocultas, con una segunda capa de tamaño más pequeño,
funcionan como un cuello de botella regularizador, este impide
que el ruido se amplifique y optimiza la generalización del modelo
inverso.

2 Desempeño
dinámico

Muestra el comportamiento más adecuado entre estabilidad y ra-
pidez: Oscilación mı́nima y respuesta suave de α junto con el se-
guimiento de θ con sobretiro moderado.

3 Mandos de con-
trol

Las señales u(t) obtenidas son f́ısicamente coherentes, sin picos
abruptos ni saturaciones. Esto demuestra que la red aprendió una
función inversa estable y realista.

4 Comparación
con otras confi-
guraciones

Supera a las redes de una sola capa (C1–C2), que mostraron oscila-
ciones, y a las más grandes (C6), que evidenciaron un sobreajuste.
Su desempeño en general la posiciona como la arquitectura mejor
calificada.

3.3.4. Criterios generales de selección

Finalmente, El Cuadro 11 resume los criterios generales de diseño deri-
vados de las observaciones anteriores. Estos lineamientos sirven como gúıa
práctica para la elección de la arquitectura MLP en sistemas con caracteŕısti-
cas similares.
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Cuadro 11: Criterios generales para la selección de la arquitectura MLP.
Criterios generales para la red neuronal MLP

N.° Criterio Descripción y justificación

1 Número de capas
ocultas

Emplear al menos dos capas ocultas en sistemas con acoplamien-
tos, una sola capa suele ser insuficiente para capturar las no linea-
lidades dinámicas del modelo inverso.

2 Número de neuro-
nas por capa

Mantener un tamaño moderado (por ejemplo: en la primera capa
de 10 a 25 y en la segunda de 2 a 6). Aunque un número excesivo de
neuronas aumenta el riesgo de sobre entrenamiento y oscilaciones,
una cantidad muy baja limita la capacidad.

3 Validación por es-
cenarios

Para evaluar la fortaleza y la generalización más allá de los pa-
trones de entrenamiento, se realiza una validación empleando re-
ferencias variadas (escalón variable, simple o constante).

4 Consistencia de da-
tos

Para captar un comportamiento positivo, es necesario garantizar
un conjunto de datos que sea rico en la dinámica del sistema.

3.4. Evaluación con señal tipo escalón

Se procede a analizar el desempeño de las seis configuraciones de redes
neuronales MLP implementadas como controladores inversos, ante una señal
de referencia tipo escalón simple. Se busca evaluar la capacidad de segui-
miento de la variable θ(t) como la reducción de oscilaciones en la punta del
eslabón flexible α(t), según la referencia aplicada.

Tiempo (s)

Figura 10: Comparación de la respuesta de θ(t) para las seis configuraciones
de RNA ante un escalón Simple.
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En la Figura 10 se puede observar que no todas las configuraciones RNA
tienen un correcto seguimeinto de referencia. La RNA 6 (curva celeste) cuenta
con un sobrepaso excesivo y se estabiliza en un valor final muy superior a
la referencia. La RNA 3 (naranja) y la RNA 2 (roja) también presentan
sobreelongaciones, aunque eventualmente logran estabilizarse cerca del valor
deseado.

Por otra parte, la RNA 1 (de color azul) muestra una oscilación moderada
que disminuye con el tiempo. La RNA 4 (en color morado) presenta un
incremento más paulatino, sin picos altos, lo que permite una estabilización
mas lenta y mayor a la referencia.

Mientras que, la RNA 5 (verde claro) muestra el comportamiento más
eficiente, logra un seguimiento con bajo sobrepaso, estabilización rápida lo
mas cercana a la referencia. Este comportamiento denota que en las configu-
raciones evaluadas, la RNA 5 obtiene el mejor resultado entre velocidad de
respuesta, precisión y estabilidad.

Tiempo (s)

Figura 11: Comparación de la respuesta del ángulo del eslabón α(t) para las
seis configuraciones de RNA.

La Figura 11 muestra el comportamiento de la punta del eslabón flexible
α(t). Se observa que la RNA 6 (celeste) presenta la mayor amplitud de os-
cilaciones que persiste durante un tiempo considerable, lo que indica que su
capacidad de amortiguación puede ser perjudicial para el sistema. En cambio
la RNA 1 (azul), RNA 2 (roja) y la RNA 3 (naranja) muestran oscilaciones
moderadas, que disminuyen poco a poco hasta la estabilización.
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Por el contrario, la RNA 4 (morada) y la RNA 5 (verde claro) muestran
un comportamiento más estable. Sobre todo, la RNA 5 nuevamente presenta
un mejor comportamiento al tener una curva con oscilaciones baja y rápida
disipación, con esto la RNA 5 no solo es efectiva en el seguimiento de la
referencia, sino también en la reducción de las oscilaciones del eslabón flexible.

Cuadro 12: Parámetros dinámicos observados en las respuestas ante señal
escalón.

Parámetros de respuesta de los controles RNA

N.° Diseño Sobreelong. (θ) T. estab. [s] Valor final [◦] Punta del es-
labón (α) (Ran-
go de oscilación)

Asent. máx.

1 RNA - C1 32.6% 11.2800 37.92 [-0.1946 - 0.0684] 33.7500

2 RNA - C2 56.7% 8.5200 40.28 [-0.1575 - 0.0894] 33.7500

3 RNA - C3 57.4% 7.6800 40.02 [-0.1934 - 0.1118] 33.7500

4 RNA - C4 22.7% 7.4800 38.55 [-0.0583 - 0.0184] 33.7500

5 RNA - C5 7.3% 7.5600 36.20 [-0.0603 - 0.0132] 33.7500

6 RNA - C6 55.7% 2.2000 50.99 [-0.3553 - 0.1635] 33.7500

Cuadro 13: Comparación de métricas de error para cada red neuronal ante
una señal escalón.
RNA RMSE MAE R2 IAE ISE ITAE ITSE

1 7.6990 5.4709 -9.4704 109.4850 1186.5131 840.0724 4077.4698

2 9.9954 8.2431 -16.6477 164.9611 1999.7175 1349.4845 10000.8271

3 9.5792 7.8250 -15.2088 156.5936 1836.6672 1287.0993 9084.7523

4 9.7163 7.1423 -15.6762 142.9398 1889.8024 1030.5302 6142.6258

5 9.1722 5.1073 -13.8607 102.2241 1684.2105 529.4320 2672.3264

6 17.4475 17.1498 -52.7721 343.1674 6091.4085 3442.3005 59368.3495

Los Cuadros 12 y 13 refuerzan lo observado gráficamente. La RNA 5 pre-
senta los valores más bajos en sobreelongación (7.3%) y error medio absoluto
(MAE = 5.1), aśı como el menor ı́ndice ITAE, lo que indica mejor comporta-
miento transitorio y estabilidad. Asimismo, sus oscilaciones en α son de baja
amplitud, lo que la convierte en una opción confiable y eficiente.

En cambio, la RNA 6, a pesar de ser la red más compleja en términos
arquitectónicos, presenta un rendimiento deficiente: una elongación excesiva
y una oscilación del eslabón muy amplia, además de valores de error sig-
nificativamente superiores. Esto evidencia que una red más complicada no
necesariamente significa un mejor control.

3.5. Evaluación con entrada escalón periódico variable

En esta sección se analiza el desempeño de las seis configuraciones de redes
neuronales MLP ante una entrada de tipo escalón periódico con amplitudes
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variables. Lo que permite evaluar la capacidad del controlador RNA ante
cambios dinámicos de la referencia.

Tiempo (s)

Figura 12: Respuesta del sistema para θ ante escalón periódico variable usan-
do las seis configuraciones RNA.

La Figura 12 muestra la respuesta de las seis configuraciones de redes neu-
ronales artificiales ante una señal de entrada tipo escalón periódico con am-
plitudes variables. Donde la RNA 1 (ĺınea azul) muestra un comportamiento
con grandes sobreelongaciones que denotan una deficiencia en el seguimeinto
de referencia donde los cambios son bruscos. RNA 2 (ĺınea roja) y RNA 3
(ĺınea naranja) a pesar que el seguimiento es mas cercano a la referencia,
presenta oscilaciones moderadas en el cambio de cada escalón. En cambio la
RNA 4 (ĺınea morada) tiene un seguimiento más uniforme en comparacion a
las redes anteriores aunque no alcanza la referencia con exactitud en todos
los escalones.

Mientras que la RNA 5 (ĺınea verde claro) cuenta con una respuesta lenta
en algunos tramos, sin embargo, presenta un comportamiento muy estable,
con bajas oscilaciones y un valor muy cercano a la referencia.

Por último, la RNA 6 (ĺınea celeste) alcanza los valores de referencia
con rapidez, pero presenta un desplazamiento considerable respecto a la re-
ferencia. Este análisis determina que la configuración RNA 5 logra el mejor
resultado entre estabilidad, bajo sobreimpulso y seguimiento de referencia,
mientras que RNA 6 y RNA 1 muestran los peores desempeños.
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Tiempo (s)

Figura 13: Comportamiento del ángulo del eslabón α para las distintas con-
figuraciones RNA con entrada variable.

En la Figura 13 se presenta el comportamiento de la punta del eslabón
flexible α(t) frente a una referencia escalonada de tipo periódico. La RNA 1
(ĺınea azul) muestra oscilaciones grandes en los cambios descendentes de la
señal escalón, aunque posteriormente se atenúan después de varios segundos.
La RNA 2 y RNA 3 (ĺınea roja) reducen levemente las oscilaciones respec-
to a RNA 1, pero aún presentan cambios fuertes ante cada escalón variable.
Mientras que la RNA 4 (ĺınea morada) tiene una clara reducción de oscilacio-
nes y una respuesta mas suave durante el tiempo de ejecución, no obstante
la RNA 5 (ĺınea verde claro) presenta un comportamiento mejor a la red
anterior, donde frente a escalones pronunciados las oscilaciones son mı́nimas.
En cambio la RNA 6 (ĺınea celeste) denota oscilaciones intensas similares a
la RNA 1, aunque esta red responde rápido, esto genera una tardanza en
disipar las vibraciones.

Dado el análisis, las configuraciones RNA 4 y especialmente RNA 5 re-
sultan ser las más efectivas para mitigar las oscilaciones de α(t).

Los parámetros de desempeño dinámico correspondientes a cada una de
las configuraciones de red neuronal evaluadas se presentan en el Cuadro 14,
considerando caracteŕısticas clave como la sobreelongación, el tiempo de esta-
blecimiento, el valor final alcanzado por la variable θ, y el rango de oscilación
del ángulo del eslabón α.
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Cuadro 14: Parámetros de respuesta para controladores con entrada de tipo
escalón periódico variable.

Parámetros de respuesta – Entrada escalón periódico variable

N.° Diseño Sobreelong. (θ) T. estab. [s] Valor final [◦] Punta del es-
labón (α) (Ran-
go de oscilación)

Asent. máx.

1 RNA - C1 381.5% 73.9800 27.73 [-0.2556 – 0.1178] 42.9192

2 RNA - C2 451.0% 68.2400 29.06 [-0.1586 – 0.0921] 50.7357

3 RNA - C3 453.6% 67.4400 28.86 [-0.1950 – 0.1168] 51.0267

4 RNA - C4 363.9% 67.1600 27.43 [-0.0586 – 0.0348] 40.9349

5 RNA - C5 320.9% 67.7800 25.06 [-0.0605 – 0.0361] 36.1056

6 RNA - C6 451.2% 64.2000 39.96 [-0.3585 – 0.1640] 50.7633

Por otro lado, el Cuadro 15 resume las métricas cuantitativas de error,
tales como RMSE, MAE, R2, IAE, ISE, ITAE e ITSE, las cuales aportan
una evaluación integral del desempeño general de cada controlador bajo una
señal de entrada escalonada periódica.

Cuadro 15: Métricas de desempeño para entrada escalón periódico variable.
RNA RMSE MAE R2 IAE ISE ITAE ITSE

1 8.8691 6.5317 0.5029 522.1624 6280.3234 20022.8260 223073.4985

2 9.1393 7.6936 0.4721 615.1249 6669.3143 23273.9122 223548.4519

3 8.7681 7.3761 0.5141 589.7227 6137.4787 22370.7007 205547.5155

4 8.9462 6.8002 0.4942 543.6551 6390.3964 20005.5536 202088.5271

5 8.3926 5.2464 0.5549 419.3452 5623.0328 14944.0715 167810.0312

6 18.3018 17.9072 -1.1168 1432.3069 26783.6701 57311.4578 1065170.3955

De acuerdo con los resultados mostrados, la configuración RNA - C5
demuestra el mejor rendimiento en estabilidad y supresión de oscilaciones,
obteniendo un coeficiente de determinación R2 = 0,5549, un error cuadrático
medio (RMSE) y error acumulado (IAE e ITAE) bajo, lo cual demuestra su
capacidad de seguimiento ante una exigencia notable.

En cambio, la RNA - C6 presenta un comportamiento deficiente. Sus
métricas de error son elevadas en en comparación con las demás configura-
ciones, a demás su sobre elongación y oscilaciones indican una deficiencia en
la capacidad de control lo cual representaŕıa inestabilidad si se implementara
en un sistema f́ısico.

Cabe resaltar que el rango de oscilación de α(t) fue más contenido en las
configuraciones C4 y C5, lo cual demuestra la precisión de control del sistema
rotatorio con eslabón flexible.
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3.6. Evaluación ante señal escalón periódico constante

En esta sección se analiza el comportamiento del sistema controlado por
redes neuronales MLP cuando la entrada consiste en un escalón periódi-
co constante. Esta señal permite observar la capacidad de seguimiento ante
cambios regulares y repetitivos.

En la Figura 14 se muestra el comportamiento de seguimiento de la va-
riable θ frente a una señal de referencia escalón constante, de las seis confi-
guraciones de redes neuronales artificiales desarrolladas.

Tiempo (s)

Figura 14: Respuesta angular θ para redes RNA ante señal de entrada escalón
periódico constante.

La RNA 1 (ĺınea azul) presenta una severa sobre elongación en el segui-
miento a los cambios del escalon.

Mientras que la RNA 2 (ĺınea roja) y la RNA 3 (ĺınea naranja) muestran
una respuesta más controlada que RNA 1, sin embargo presenta sobrepasos
moderados y una oscilacion controlada. En cambio la RNA 4 (ĺınea morada)
y la RNA 5 (ĺınea verde claro) destacan por su buen desempeño. Ambas
redes presentan una respuesta con menor sobreelongación y un tiempo de
establecimiento corto. En particular, RNA 5 demuestra un seguimiento suave
cercano a la referencia sin generar oscilaciones pronunciadas. Por último, la
RNA 6 (ĺınea celeste) también muestra un comportamiento no deseado. A
pesar de tener un rapido accionamiento al seguir la referencia, permanece en
un valor superior a esta sin corregir su error de estado estacionario.
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La Figura 15 presenta el comportamiento del eslabon flexible α, frente a
los cambios generados por una señal de referencia escalón constante.

Tiempo (s)
Figura 15: Respuesta de oscilación α del eslabón flexible ante escalón periódi-
co constante.

La RNA 1 (ĺınea azul) presenta oscilaciones fuertes después de cada cam-
bio de referencia, con sobrepasos elevados, lo que deduce a un control defi-
ciente en la reducción de oscilaciones. En cambio las RNA 2 (ĺınea roja) y
RNA 3 (ĺınea naranja) también generan oscilaciones, aunque menos inten-
sas que la red anterior. En contraste, las RNA 4 (ĺınea morado) y RNA 5
(ĺınea verde claro) muestran un comportamiento más estable, con oscilacio-
nes de α menores y rápida disipación de estas. En especial, la RNA 5 logra
una respuesta más suave y controlada. Finalmente, la RNA 6 (ĺınea celes-
te) tiene un comportamiento similar a la RNA 1, con grandes oscilaciones y
comportamiento no adecuado para el control del sistema.

Los resultados obtenidos presentan que las configuraciones RNA 4 y RNA
5 ofrecen un comportamiento más robusto al momento de menorar las vibra-
ciones en la punta del eslabón.

Los desempeños de los controladores RNA ante una entrada tipo escalón
periódico constante aparecen en los Cuadros 17 y 16. Mientras que la segunda
tabla muestra las métricas de error, la primera incluye los parámetros más
importantes de la respuesta dinámica.

62



Cuadro 16: Parámetros de respuesta dinámica para cada controlador basado
en RNA (escalón periódico constante).

Parámetros de respuesta de los controles basados en RNA (escalón periódico constante)

N.° Diseño Sobreelong. (θ) T. estab. [s] Valor final [◦] Punta del es-
labón (α) (Ran-
go de oscilación)

Asent. máx.

1 RNA - C1 -233.4% 51.5000 37.94 [-1.081 – -0.540] 156.9031

2 RNA - C2 -286.5% 50.3400 40.28 [-0.262 – -0.288] 96.6876

3 RNA - C3 -281.0% 49.5200 40.02 [-0.386 – -0.377] 94.8444

4 RNA - C4 -227.8% 47.8200 38.55 [-0.100 – -0.106] 76.8857

5 RNA - C5 -207.3% 48.1000 36.20 [-0.114 – -0.106] 69.9549

6 RNA - C6 -277.2% 44.3400 50.99 [-0.445 – -0.335] 93.5604

Se observa en el Cuadro 16 que las configuraciones C4 y C5 presentan
tiempos de establecimiento más bajos (47.82 s y 48.10 s) y rangos de osci-
lación de la variable α reducidos ([−0,10, −0,11]), lo que refleja una mayor
estabilidad. En contraste, las configuraciones C1 y C6 evidencian sobre elon-
gaciones grandes (–233.4 % y –277.2 %) y tiempos de establecimiento más
largos (51.50 s y 44.34 ), con oscilaciones más amplias en la punta del eslabón.

Cuadro 17: Métricas de desempeño para controladores RNA ante señal de
entrada tipo escalón periódico constante.
RNA RMSE MAE R2 IAE ISE ITAE ITSE

1 31.7209 16.0445 0.1166 1282.9760 80474.3587 54425.4854 3403155.1594

2 15.4694 10.4371 0.7899 834.2291 19100.4458 32438.9853 735540.4518

3 15.8182 10.5975 0.7803 847.0670 19974.0633 33297.9880 780650.7628

4 16.8459 9.6940 0.7509 774.7553 22658.5612 29764.4846 870525.6143

5 17.7625 9.4204 0.7230 752.8363 25193.9029 29147.5748 977208.7090

6 22.7026 20.3605 0.5475 1628.4212 41207.5519 65823.4133 1670674.9717

Se determina en el Cuadro 17 que C4 y C5 alcanzan valores relativamente
bajos de RMSE (16.85 y 17.76) y MAE (9.69 y 9.42), aśı como errores acu-
mulados IAE cercanos a 750, en comparación con C1, que presenta un RMSE
de 31.72 y un IAE de 1282.98. Asimismo, el coeficiente de determinación R2

es notablemente más alto en C4 (0.75) y C5 (0.72) que en C1 (0.12) y C6
(0.55), confirmando una mejor capacidad de seguimiento de la referencia.

Como se evidenció en las pruebas realizadas, las configuraciones C4 y C5
logran un equilibrio positivo entre estabilidad, rapidez y precisión, según lo
demuestra la información. En cambio C1 y C6 presentaron comportamiento
no deseado, con sobre elongación elevados, y estabilidad lejos de la referencia,
lo que las hace inapropiadas para aplicaciones que exigen robustez.
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3.7. Evolución del error durante el entrenamiento del
modelo inverso

Se seleccionó la arquitectura correspondiente a la configuración C5, al
haber demostrado el mejor desempeño general tanto en precisión como en
estabilidad frente a las distintas señales de prueba. Esta red fue entrenada me-
diante aprendizaje supervisado utilizando el algoritmo Levenberg-Marquardt
(trainlm), con una estructura de dos capas ocultas compuestas por 12 y 2
neuronas respectivamente, funciones de activación sigmoidal (logsig) y una
capa de salida lineal (purelin).

La evolución del error durante el proceso de entrenamiento puede obser-
varse en la Figura 16.
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Figura 16: Evolución del error cuadrático medio (MSE) durante el entrena-
miento de la red neuronal C5.

Se puede visualizar que el error baja en las primeras cinco épocas y se
estabiliza rápidamente, con valores próximos a cero tanto en la validación
como en el entrenamiento. El hecho de que esta convergencia sea rápida y
estable indica que la red neuronal ha conseguido asimilar de manera eficaz
la relación inversa entre las variables del sistema y la entrada de control.
Asimismo, el hecho de que las dos curvas se superpongan muestra una buena
habilidad para generalizar, algo fundamental para prevenir el sobreajuste y
asegurar un buen rendimiento al utilizarla en lazo cerrado.
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3.8. Robustez y estabilidad del sistema de control

Para evaluar la estabilidad y robustez del sistema ante perturbaciones
externas, se introdujo una alteración abrupta sobre la referencia de la variable
θ, controlada mediante la red neuronal C5, previamente identificada como la
mejor configuración durante las pruebas anteriores.

La Figura 17 muestra cómo, ante la perturbación aplicada alrededor del
segundo 30, la señal de salida θ presenta una desviación transitoria, pero
es capaz de recuperar rápidamente su seguimiento a la referencia sin com-
prometer la estabilidad del sistema. Esta respuesta evidencia la robustez del
controlador neuronal, al lograr mantener el desempeño ante variaciones ines-
peradas.

Tiempo (s)

Figura 17: Respuesta de θ ante una perturbación externa usando la red C5.

En cuanto al comportamiento de la variable α, representativa de la fle-
xión del eslabón, la Figura 18 revela un pequeño incremento localizado en
el instante de la perturbación. No obstante, dicha oscilación es rápidamen-
te amortiguada, lo cual sugiere que el sistema no solo es robusto, sino que
mantiene un control eficiente de las vibraciones estructurales.
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Tiempo (s)
Figura 18: Respuesta del ángulo del eslabón flexible α ante perturbación.

Por último, la señal de control producida por la red C5 se puede ver en
la Figura 19. Se percibe que esta responde de forma limitada a la modifica-
ción, sin mostrar saturaciones ni interrupciones bruscas. Este comportamien-
to verifica que la red puede generalizar apropiadamente y no necesita hacer
esfuerzos de control desmesurados para evitar perturbaciones.

Tiempo (s)

Figura 19: Señal de control u(k) generada por la red neuronal C5 ante per-
turbación.
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En conjunto, estas evidencias experimentales permiten concluir que el
sistema controlado mediante la red neuronal C5 presenta un comportamiento
estable y robusto, tolerando adecuadamente perturbaciones externas tanto en
la variable controlada como en las dinámicas internas del sistema.

3.8.1. Análisis de estabilidad BIBO en tiempo discreto

El análisis de estabilidad de un sistema dinámico controlado por una
red neuronal artificial (RNA) puede abordarse mediante técnicas indirectas,
dado que las redes neuronales no permiten obtener una expresión expĺıcita del
modelo en lazo cerrado. En este contexto, se optó por utilizar herramientas
de identificación de sistemas para obtener una función de transferencia que
aproxime la dinámica del sistema cuando es controlado por la red neuronal
entrenada.

Estabilidad BIBO

Una de las maneras más usadas para analizar la estabilidad de sistemas
discretos es a través del criterio BIBO (Bounded Input Bounded Output).
Este principio determina que un sistema es BIBO estable si la salida se man-
tiene acotada frente a cualquier entrada limitada. Para los sistemas lineales
invariantes en el tiempo (LTI) de tiempo discreto, es posible llevar a cabo un
análisis de esta condición, observando los polos de su función de transferencia
en el plano z.

Criterio en el dominio z

Sea un sistema descrito por una función de transferencia discreta de la
forma:

G(z) =
b0 + b1z

−1 + · · ·+ bmz
−m

1 + a1z−1 + · · ·+ anz−n
, (71)

donde bi y ai son coeficientes reales. El sistema será BIBO estable si y
solo si todos los polos (ráıces del denominador) se encuentran estrictamente
dentro del ćırculo unitario, es decir:

|pi| < 1, ∀i. (72)

Este criterio es directo y sencillo de aplicar una vez se tiene la función de
transferencia identificada.

3.8.2. Identificación del modelo en lazo cerrado

Para llevar a cabo el análisis, se registraron las señales de referencia (θref)
y salida (θ) del sistema al aplicar un escalón. A partir de estos datos, se
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utilizó la herramienta System Identification Toolbox de MATLAB para esti-
mar una función de transferencia discreta de segundo orden que represente
el comportamiento del sistema en lazo cerrado bajo el control de la RNA.

La función de transferencia identificada es la siguiente:

G(z) =
0,0002971 z−1

1− 1,966 z−1 + 0,9667 z−2
(73)

El sistema tiene un tiempo de muestreo de Ts = 0,02 s. A partir de esta
función, se procedió a calcular los polos y sus respectivos módulos, obte-
niéndose:

Polos: p1,2 = 0,9830± 0,0203i

Módulos: |p1| = |p2| = 0,9832

Dado que ambos polos tienen módulo menor que 1, se concluye que el
sistema en lazo cerrado con la RNA es BIBO estable, ya que todos los polos
se encuentran dentro del ćırculo unitario.

La evaluación matemática indirecta de la estabilidad posibilita validar el
rendimiento del controlador neuronal sin que sea imprescindible saber expĺıci-
tamente cuál es el modelo interno del sistema. La identificación realizada pro-
porciona una representación cercana, aunque suficiente, del comportamiento
dinámico, lo que posibilita la aplicación de criterios teóricos bien fundamen-
tados como el de estabilidad BIBO. Esta validación se suma al análisis gráfico
expuesto en las partes previas, en el que también se demostró una conducta
firme y sólida del sistema frente a perturbaciones.
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4. Conclusiones y recomendaciones

En esta sección se presenta las conclusiones generales del trabajo de ti-
tulación, destacando los principales logros alcanzados y el cumplimiento de
los objetivos planteados. Además, se proponen recomendaciones que podŕıan
orientar investigaciones futuras o mejoras en la implementación del sistema
de control basado en redes neuronales artificiales desarrollado en este estudio.

4.1. Conclusiones

El presente trabajo de titulación permitió diseñar, entrenar y validar un
sistema de control basado exclusivamente en RNA para un sistema rotatorio
con eslabón flexible, empleando un enfoque de modelo inverso. El contro-
lador neuronal desarrollado demostró su capacidad para seguir referencias
y reducir las oscilaciones propias de la flexibilidad estructural, sin recurrir
a controladores tradicionales adicionales, validando aśı su viabilidad como
única estrategia de control.

Se creó y se validó un modelo dinámico en MATLAB/ Simulink® que
representa la interacción entre el eslabón flexible y la base rotatoria. Este
modelo, que fue creado a partir de una formulación energética y aplicado en
un espacio de estados, logró captar las oscilaciones elásticas del eslabón α y
la dinámica rotacional θ del sistema. Esto sentó unas bases sólidas para las
fases posteriores del trabajo.

Para el diseño del controlador, se optó por una arquitectura de red neuro-
nal MLP optimizada para producir la señal de control a partir de un conjunto
de regresores que conteńıa datos históricos sobre la posición, la velocidad y
las entradas previas. La configuración C5 fue la que alcanzó el mejor desem-
peño, logrando un balance apropiado entre estabilidad, precisión y habilidad
de generalización.

Las pruebas exhaustivas comprendieron en evaluar el sistema ante señales
de escalón simple, escalón periódico constante y variable, además de pertur-
baciones externas, mostrando que el controlador neuronal C5 preservó un
seguimiento estable y próximo a la referencia con un 8% de error en estado
estacionario y el mejor tiempo de establecimiento (8 s). Asi mismo el sistema
volvió a obtener la referencia incluso cuando se aplicó una perturbación del
±5% sobre el valor nominal.

En conjunto, los resultados alcanzados confirman que el enfoque de con-
trol por RNA basado en modelo inverso es una solución eficaz y robusta
para sistemas rotatorios con eslabones flexibles. No obstante, su éxito de-
pende de una adecuada preparación del dataset y de un diseño cuidadoso de
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la arquitectura de la red. Estos hallazgos no solo cumplen con los objetivos
planteados, sino que también abren la posibilidad de aplicar este método a
otros sistemas dinámicos no lineales en ámbitos académicos e industriales.

4.2. Recomendaciones

A partir de los resultados obtenidos y las lecciones aprendidas durante el
desarrollo de esta investigación, se proponen las siguientes recomendaciones
para trabajos futuros:

Explorar la implementación de controladores h́ıbridos, donde una RNA
de modelo inverso trabaje en conjunto con un esquema de control tra-
dicional (como LQR, PID adaptativo o control por modos deslizantes),
para aumentar la robustez ante condiciones más adversas.

Implementar un esquema de aprendizaje en ĺınea (online learning) que
permita a la RNA actualizar sus pesos dinámica mente frente a cambios
en la planta o a la aparición de incertidumbres no consideradas durante
el entrenamiento.

Tener una selección adecuada de la calidad y el orden del conjunto de
datos durante el entrenamiento, las muestras deben de ser variadas y
no redundantes para un correcto aprendizaje.

Comprobar su capacidad de generalización fuera del entorno simulado,
poniendo a prueba el sistema en un ambiente experimental real con
sensores y actuadores f́ısicos.

Analizar mas arquitecturas de redes neuronales (como las LSTM o
las convolucionales) u otros métodos de aprendizaje por refuerzo, que
podŕıan mejorar aún más la capacidad para controlar y adaptarse.

Este proyecto de titulación representa un progreso importante para la au-
tomatización y el control inteligente de los sistemas mecánicos flexibles. Los
resultados obtenidos son alentadores y posibilitan que se lleven a cabo estu-
dios venideros en el área del control neuronal avanzado aplicado a sistemas
reales.
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[49] V. A. Rodŕıguez-Toro, J. E. Garzón, and J. A. López, “Control neuronal
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Anexos

A. Simulación en Lazo Abierto

% Script para la Simulaci ón en Lazo Abierto de un Sistema Flexible

% Este script define los par á metros del sistema y realiza una simulaci ón

% en lazo abierto con entradas aleatorias para generar un dataset.

clear; close all; clc;

rng (1);

%% 1. Par á metros y Modelo del Sistema

L = 0.45;

ml = 0.0008;

Jlink = 0.0042;

mb = 0.05;

Jb = mb * L^2;

Jload = Jlink + Jb;

Jbase = 0.002;

R = 2.6;

Kg = 70;

Kt = 0.00767;

Kb = 0.00767;

Km = 0.00767;

fc = 1.9;

Kstiff = (2*pi*fc)^2 * Jload;

A = [ 0, 0, 1, 0; 0, 0, 0, 1; 0, Kstiff /( Jbase*L), -(Km*Kg)^2/(R*Jbase),

0; ...

0, -Kstiff *(Jload+Jbase)/(L*Jbase*Jload), (Km*Kg)^2/(R*Jbase), 0];

B = [ 0; 0; (Km*Kg)/(R*Jbase); -(Km*Kg)/(R*Jbase)];

C = eye (4);

D = zeros (4,1);

%% 2. Par á metros de Simulaci ón y Entradas

dt = 0.02;

tfin = 1000;

t = 0:dt:tfin;

N = numel(t);

u = zeros(N,1);

tt_u = 0;

while tt_u < tfin

val = 1.5 * (2* rand - 1);

u(t>=tt_u & t<tt_u +2) = val;

tt_u = tt_u + 2;

end

rng (99);

theta_ref = zeros(N,1);

Tesc_ref = 10;

num_escalones_ref = ceil(tfin/Tesc_ref);

valores_ref = zeros(num_escalones_ref ,1);

amp = 1.5;

for k = 1:min(6, num_escalones_ref)

valores_ref(k) = rand*amp;

end

for k = 7: num_escalones_ref

nuevo = 0.7* valores_ref(k-1) + 0.3* amp *(2* rand - 1);

valores_ref(k) = max(min(nuevo , amp), -amp);

end
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tt_ref = 0;

for k = 1: num_escalones_ref

theta_ref(t >= tt_ref & t < tt_ref + Tesc_ref) = valores_ref(k);

tt_ref = tt_ref + Tesc_ref;

end

%% 3. Simulaci ón y Gr á ficas

x = zeros (4,1);

Y = zeros(N,4);

for k = 1:N

Y(k,:) = (C*x + D*u(k)).’;

dx = A*x + B*u(k);

x = x + dt*dx;

end

f1 = figure(’Color’,’w’);

subplot (3,1,1); plot(t, u, ’LineWidth ’, 1.5);

grid on; ylabel(’u(t)␣[V]’); title(’Entrada ’);

subplot (3,1,2); plot(t, Y(:,1), ’LineWidth ’, 1.5);

grid on; ylabel(’\theta␣[rad]’); title(’Salida␣\theta’);

subplot (3,1,3); plot(t, Y(:,2), ’LineWidth ’, 1.5);

grid on; ylabel(’\alpha␣[rad]’); xlabel(’t␣[s]’); title(’Salida␣\alpha’);

%% 4. Guardado de Datos

U = u(:);

Yout = Y;

save(’dataset_simulacion_lazo_abierto.mat’, ’U’, ’Yout’, ’theta_ref ’, ’t’)

;

Listing 1: Script de simulación en lazo abierto para la generación del dataset

B. Generación del Dataset

%% Script para la Generaci ón del Dataset de la Red Neuronal

% Este script carga los datos de la simulaci ón y los procesa para crear un

% dataset estructurado (X, Tgt) para el entrenamiento de una red neuronal

% de control inverso.

% --- Inicializaci ón ---

clear; close all; clc;

% 1) Carga de Datos

load(’datos_ajustados_lazo_abi_con_ref.mat’);

% 2) Configuraci ón y Pre -asignaci ón

N = length(U);

nmax = 4;

Ndata = N - nmax;

X = zeros(11, Ndata);

Tgt = zeros(1, Ndata);

% 3) Construcci ón del Dataset

for i = 1:Ndata

k = i + nmax;

% Entradas (historial): theta , alpha , dtheta , dalpha , u

X(1, i) = Yout(k, 1);

X(2, i) = Yout(k-1, 1);
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X(3, i) = Yout(k-2, 1);

X(4, i) = Yout(k-1, 2);

X(5, i) = Yout(k-2, 2);

X(6, i) = Yout(k-1, 3);

X(7, i) = Yout(k-2, 3);

X(8, i) = Yout(k-1, 4);

X(9, i) = U(k-1);

X(10, i) = U(k-2);

X(11, i) = U(k-3);

% Salida (objetivo)

Tgt(1, i) = U(k);

end

% 4) Visualizaci ón y Guardado

figure(’Color ’,’w’);

subplot (2,1,1); plot(Tgt , ’LineWidth ’, 1.5);

title(’Se~nal␣Objetivo␣(u(k))’); ylabel(’Voltaje␣[V]’); grid on;

subplot (2,1,2); plot(X’, ’LineWidth ’, 1.5);

title(’Entradas␣al␣Modelo␣Inverso ’); ylabel(’Valores ’); xlabel(’Muestra ’);

grid on;

save(’dataset_inverso_MLP.mat’, ’X’, ’Tgt’);

Listing 2: Script para la preparación del dataset para el modelo de control
inverso

C. Entrenamiento de la Red Neuronal

%% Script para el Entrenamiento de una Red Neuronal para Control Inverso

% Este script entrena una red neuronal MLP como un modelo de control

% inverso y la guarda para su posterior uso en lazo cerrado.

% --- Inicializaci ón ---

clear; close all; clc;

% 1) Carga del Dataset

load(’dataset_inverso_MLP_con_orden_y_historial.mat’);

% 2) Configuraci ón de la Red

hiddenLayers = [20 10];

net = feedforwardnet(hiddenLayers , ’trainlm ’);

net.layers {1}. transferFcn = ’logsig ’;

net.layers {2}. transferFcn = ’logsig ’;

net.layers {3}. transferFcn = ’purelin ’;

net.inputs {1}. processFcns = {’mapminmax ’};

net.outputs {2}. processFcns = {’mapminmax ’};

% Divisi ón de datos

net.divideFcn = ’dividerand ’;

net.divideParam.trainRatio = 0.85;

net.divideParam.valRatio = 0.10;

net.divideParam.testRatio = 0.05;

% Par á metros de entrenamiento

net.trainParam.epochs = 600;

net.trainParam.goal = 1e-4;

net.trainParam.min_grad = 1e-6;

net.trainParam.showWindow = true;
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% 3) Entrenamiento de la Red

[net , tr] = train(net , X, Tgt);

% 4) Visualizaci ón y Guardado

figure(’Color ’, ’w’);

plot(tr.epoch , tr.perf , ’b’, ’LineWidth ’, 1.5); hold on;

plot(tr.epoch , tr.vperf , ’r--’, ’LineWidth ’, 1.5);

legend(’Entrenamiento ’,’Validaci ón’);

xlabel(’É pocas ’); ylabel(’Error␣cuadr ático␣medio␣(MSE)’);

title(’Evoluci ón␣del␣error␣durante␣el␣entrenamiento ’);

grid on;

save(’red_inversa_MLP_con_orden_y_historial.mat’, ’net’, ’tr’);

Listing 3: Script para el entrenamiento de la red neuronal de control inverso

D. Control en Lazo Cerrado

%% Script para la Simulaci ón en Lazo Cerrado con Red Neuronal

% Este script simula el sistema en lazo cerrado usando una red neuronal

% pre -entrenada para seguir una trayectoria de referencia.

% --- Inicializaci ón ---

clear; close all; clc;

% 1) Carga de la Red

load(’red_inversa_MLP_con_orden_y_historial.mat’);

% 2) Par á metros y Modelo del Sistema

L = 0.45; ml = 0.0008; Jlink = 0.0042;

mb = 0.05; Jb = mb*L^2; Jload = Jlink+Jb;

Jbase = 0.002; R = 2.6; Kg = 70;

Kt = 0.00767; Kb = 0.00767; Km = 0.00767;

fc = 1.9; Kstiff = (2*pi*fc)^2 * Jload;

A = [0, 0, 1, 0; 0, 0, 0, 1; 0, Kstiff /(Jbase*L), -(Km*Kg)^2/(R*Jbase), 0;

...

0, -Kstiff *(Jload+Jbase)/(L*Jbase*Jload), (Km*Kg)^2/(R*Jbase), 0];

B = [0; 0; (Km*Kg)/(R*Jbase); -(Km*Kg)/(R*Jbase)];

C = [1 0 0 0; 0 1 0 0];

D = zeros (2,1);

% 3) Simulaci ón y Referencia

dt = 0.02; tfin = 300; t = 0:dt:tfin; N = numel(t);

rng (99);

theta_ref = zeros(N,1);

Tesc = 20; amp = 1.5; num_escalones = ceil(tfin/Tesc);

valores = zeros(num_escalones ,1);

fase_inicial = 6;

for k = 1:min(fase_inicial , num_escalones)

valores(k) = rand*amp;

end

for k = fase_inicial +1: num_escalones

nuevo = 0.7* valores(k-1) + 0.3* amp *(2*rand -1);

valores(k) = max(min(nuevo , amp), -amp);

end

tt = 0;

for k = 1: num_escalones
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theta_ref(t >= tt & t < tt+Tesc) = valores(k);

tt = tt + Tesc;

end

% 4) Inicializaci ón y Bucle de Simulaci ón

x = zeros (4,1); Y = zeros(N,2); U = zeros(N,1);

u_hist = zeros (3,1); theta_hist = zeros (3,1); dtheta_hist = zeros (2,1);

alpha_hist = zeros (2,1); dalpha_hist = 0;

for k = 4:N

entradaRNA = [

theta_ref(k); theta_hist (1); theta_hist (2); alpha_hist (1);

alpha_hist (2); dtheta_hist (1); dtheta_hist (2); dalpha_hist;

u_hist (1); u_hist (2); u_hist (3)

];

u = net(entradaRNA);

u = max(min(u, 5), -5);

dx = A*x + B*u;

x = x + dt*dx;

y = C*x + D*u;

Y(k,:) = y.’; U(k) = u;

theta_hist = [y(1); theta_hist (1:2) ];

dtheta_hist = [x(3); dtheta_hist (1)];

alpha_hist = [y(2); alpha_hist (1)];

dalpha_hist = x(4);

u_hist = [u; u_hist (1:2) ];

end

% 5) Visualizaci ón de Resultados

figure(’Color ’,’w’);

subplot (3,1,1); plot(t, theta_ref , ’k--’, ’LineWidth ’ ,1.5); hold on;

plot(t, Y(:,1), ’b’, ’LineWidth ’ ,1.5);

ylabel(’\theta␣[rad]’); title(’Referencia␣vs␣\theta’);

legend(’\theta_{ref}’, ’\theta ’); grid on;

subplot (3,1,2); plot(t, Y(:,2), ’r’, ’LineWidth ’ ,1.5);

ylabel(’\alpha␣[rad]’); title(’Á ngulo␣del␣eslab ón␣\alpha ’);

grid on;

subplot (3,1,3); plot(t, U, ’m’, ’LineWidth ’ ,1.5);

xlabel(’t␣[s]’); ylabel(’u␣[V]’);

title(’Se~nal␣de␣control␣u(k)’); grid on;

Listing 4: Script de simulación de control en lazo cerrado con red neuronal
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